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Περίληψη
Η παρούσα διπλωματική εργασία διαπραγματεύεται ορισμένα κλασσικά 
προβλήματα της κινητικής θεωρίας με έντονο πρακτικό ενδιαφέρον στη 
μικρρο ρευστοδυναμική.
Επιλύονται τα μονοδιάστατα προβλήματα ιξώδους και θερμικής ολίσθησης της 
μακροσκοπικής ταχύτητας και άλματος της θερμοκρασίας. Τα προβλήματα αυτά είναι 
σε ημιάπειρο χωρίο και η επίλυσή τους οδηγεί στον υπολογισμό των συντελεστών 
ολίσθησης και άλματος οι οποίοι χρησιμοποιούνται για την επέκταση των 
υδροδυναμικών εξισώσεων σε περιοχές ροής με Κπ< 10_1. Για τη διατύπωση των 
εξισώσεων ολίσθησης και άλματος χρησιμοποιούνται τα κινητικά μοντέλα BGK και S. 
Η αριθμητική επίλυση των εξισώσεων γίνεται χρησιμοποιώντας τη μέθοδο των 
διακριτών ταχυτήτων και εφαρμόζοντας διαφορετικά σχήματα διακριτοποίησης στο 
φασικό χώρο. Τα αποτελέσματα περιλαμβάνουν τους συντελεστές ολίσθησης και 
άλματος και τις κατανομές της ταχύτητας, της πυκνότητας και της θερμοκρασίας. Σε 
όλες τις περιπτώσεις τα αποτελέσματα συγκρίνονται με τις αντίστοιχες αναλυτικές 
λύσεις και επιλέγεται το βέλτιστο σχήμα διακριτοποίησης.
Επίσης, εξετάζεται και διατυπώνεται με βάση τις κινητικές εξισώσεις το πρόβλημα 
της ροής αερίου διαμέσου σχισμής τετραγωνικής διατομής. Το πρόβλημα αυτό είναι 
διδιάστατο σε ημιάπειρο χωρίο και συνδέεται με το σχεδίασμά ακροφυσίων και 
μετρητών παροχής. Παρατίθενται οι λύσεις για τις δύο οριακές περιοχές ροής, την 
ελεύθερη μοριακή και την υδροδυναμική περιοχή. Διατυπώνονται οι κινητικές 
εξισώσεις επίλυσης με το μοντέλο BGK καθώς και οι συνοριακές συνθήκες για τις 
κατανομές των σωματιδίων. Στο όριο της ελεύθερης μοριακής περιοχής επιλύονται οι 
κινητικές εξισώσεις χωρίς τον ολοκληρωτικό όρο των συγκρούσεων των σωματιδίων. 
Στην περιοχή της υδροδυναμικής ροής επιλύεται η εξίσωση Stokes συζευγμένη με την 
εξίσωση συνέχειας. Τα αποτελέσματα στις δύο οριακές περιπτώσεις ροής αφορούν την 
κατανομή της μακροσκοπικής ταχύτητας στο πεδίο της ροής και τις τιμές των μαζικών 
παροχών.
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Εισαγωγή και 
βιβλιογραφική ανασκόπηση
Στην παρούσα διπλωματική εργασία διατυπώνονται ορισμένα κλασσικά προβλήματα 
της κινητικής θεωρίας [1-6] και επιλύονται αριθμητικά ή αναλυτικά, όπου αυτό είναι 
εφικτό. Τα προβλήματα αυτά αφορούν τη ροή αερίων σε απλές γεωμετρίες και είναι το 
πρόβλημα της ιξώδους ολίσθησης της μακροσκοπικής ταχύτητας, το πρόβλημα της 
θερμικής ολίσθησης της μακροσκοπικής ταχύτητας, το πρόβλημα άλματος της 
θερμοκρασίας και το πρόβλημα της ροής διαμέσου σχισμής τετραγωνικής διατομής. Η 
επιτυχής επίλυση αυτών των προβλημάτων είναι κρίσιμη για την επιστήμη της 
μικρορρευστοδυναμικής [7-10] και τις εφαρμογές της. Οι ροές με χαρακτηριστικές 
διαστάσεις μερικών μικρών (μπι) ή νανομέτρων (nm), εξετάζονται από την επιστήμη της 
μικρορρευστοδυναμικής.
Η αλματώδης ανάπτυξη της ηλεκτρονικής των προηγούμενων δεκαετιών πίεσε προς τα 
κάτω τις διαστάσεις των συσκευών και εισήγαγε πρωτοποριακές μεθόδους κατεργασίας. 
Ως αποτέλεσμα γεννήθηκε στα τέλη της δεκαετίας του ’80 η μικρομηχανουργική 
τεχνολογία, σε αυστηρά ερευνητικό επίπεδο αρχικά. Ακολούθησε η ανάπτυξη των 
λεγάμενων «μικρορροϊκών διατάξεων» που είναι ολοκληρωμένα κυκλώματα τα οποία 
περιέχουν ηλεκτρολογικά και μηχανολογικά εξαρτήματα με σκοπό να ελέγχουν τη ροή 
και να επεμβαίνουν ανάλογα με τις ανάγκες που εξυπηρετούν. Γενικότερα, τέτοιου είδους 
συσκευές στη διεθνή βιβλιογραφία [8-10] ονομάζονται «Νανό ή Μικρό-Ήλεκτρο- 
Μηχανολογικά Συστήματα» ή απλούστερα με τα ακρώνυμα ΝΕΜΣ ή ΜΕΜΣ αντίστοιχα.
·£ργ. Φυσικών <$, Χημικών Διεργασιών • /··· •Τζενειίύης ίϊ'ύχι ιχλή ς
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Κατά τη μελέτη των φαινομένων της μικρορρευστοδυναμικής χρησιμοποιείται ο 
αδιάστατος αριθμός Knudsen ο οποίος ορίζεται από τη σχέση
Kn,i=£iL{^ELl\ (Μ)
a 2aΡ ν m ,
όπου με a συμβολίζεται κάποια χαρακτηριστική διάσταση του προβλήματος, 10 είναι η 
μέση ελεύθερη διαδρομή των σωματιδίων, Ρ η τοπική πίεση και μ το δυναμικό ιξώδες 
στην τοπική θερμοκρασία Τ. Τέλος, Κ είναι η σταθερά Boltzmann και m η μοριακή 
μάζα. Επίσης, συχνά χρησιμοποιείται και η παράμετρος αραιοποίησης δ (rarefaction 
parameter) η οποία συνδέεται με τον αριθμό Knudsen ως εξής:
δ = 4π a _ \[π 1 _ aΡ 





Ο αριθμός Knudsen (ή η παράμετρος αραιοποίησης) είναι χαρακτηριστικός για κάθε 
πρόβλημα και η τιμή του χαρακτηρίζει τη ροή του αερίου. Συγκεκριμένα, κατά τη μελέτη 
των φαινομένων, η ροή των αερίων χωρίζεται στις περιοχές που παρουσιάζονται στο 
Σχήμα 1.1.
◄---------
Υδροδυναμική Ροή Μεταβατική Περιοχή





Σχήμα 1.1: Οι περιοχές ροής σαν συνάρτηση του αριθμού Κη
:Ερν, Φ ΧΙΓμΐΚώ JfCpYiWTubv -2 •Ίζηΐΐϊδης ίΤΓχνιελής
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Οιχλωμκπκή ‘Εργασία
Σε κάθε περιοχή ροής οι εργαστηριακές δοκιμές και η λειτουργία στην πράξη έχουν 
αποδείξει ότι η συμπεριφορά του αερίου περιγράφεται από διαφορετικές εξισώσεις. Η 
αντιμετώπιση λοιπόν των προβλημάτων της μικρορρευστοδυναμικής γίνεται σύμφωνα με 
τον αριθμό Knudsen χρησιμοποιώντας διαφορετική προσέγγιση επίλυσης ανάλογα με την 
τιμή του. Συγκεκριμένα ισχύουν οι εκφράσεις 
Εξισώσεις Ιδανικού Ρευστού: Κη-> 0
Υδροδυναμικές Εξισώσεις με συνθήκες μη ολίσθησης: Κη < 10 3 
Υδροδυναμικές Εξισώσεις με συνθήκες ολίσθησης: 10'3 <Κη< 10'1 
Μεταβατική Περιοχή: 10“' <Κη <\0 
Ελεύθερη Μοριακή Περιοχή: Κη > 10
Όταν ο αριθμός Κη —>0, μπορούμε να εφαρμόσουμε τις εξισώσεις του άτριβου ρευστού, 
περισσότερο γνωστές σαν εξισώσεις Euler. Στην περίπτωση Α>?<10'3, που είναι και η 
πλέον συνηθισμένη για τα περισσότερα προβλήματα της μακροκλίμακας, εφαρμόζουμε τις 
γνωστές σχέσεις Navier-Stokes συζευγμένες με τις συνθήκες συνέχειας της ταχύτητας και 
της θερμοκρασίας. Όπως είναι γνωστό, οι εξισώσεις αυτές επιλύονται αναλυτικά μόνο σε 
ειδικές περιπτώσεις, ενώ για γενικά προβλήματα επιλύονται αριθμητικά με εμπορικούς ή 
ακαδημαϊκούς κώδικες και με μεγάλη επιτυχία. Καθώς όμως αυξάνεται η τιμή του 
αριθμού Knudsen, εμφανίζονται νέα φαινόμενα στη ροή που σχετίζονται με τη μοριακή 
φύση του αερίου. Η ιδιαιτερότητα αυτή της ροής αντιμετωπίζεται με τροποποίηση των 
οριακών συνθηκών και χρησιμοποίηση των γνωστών υδροδυναμικών σχέσεων. Η 
επιπλέον μείωση του αριθμού Knudsen ή αντίστοιχα αύξηση της παραμέτρου 
αραιοποίησης ενισχύει την επίδραση των φαινομένων που σχετίζονται με τη μοριακή 
φύση του αερίου οπότε τελικά καταρρέει η υπόθεση του συνεχούς μέσου. Η μεταβατική 
περιοχή (ΐθ Ί < Κη < 1θ) είναι και η πιο απαιτητική για την επίλυση καθώς τα μόρια του 
αερίου αλληλεπιδρούν μεταξύ τους αλλά όχι τόσο έντονα για να προσεγγιστεί το αέριο 
σαν συνεχές μέσο. Αντίθετα, στην ελεύθερη μοριακή περιοχή (Κη >10) τα σωματίδια που
αποτελούν το αέριο μπορούμε να θεωρήσουμε ότι δεν αλληλεπιδρούν μεταξύ τους αλλά 
επηρεάζονται μόνο από τις οριακές συνθήκες και το εξωτερικό πεδίο στο οποίο
·Έργ. Φυσικών ΙΙΤΚίΟ ί ■ JU'ί)Υί\'(Ηά)ν Ίζπτπύης :Πλί Τι:λής
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βρίσκονται. Στην παρούσα διπλωματική εργασία χρησιμοποιείται η κινητική θεωρία των 
αερίων η οποία είναι επαρκώς ανεπτυγμένη θεωρητικά και μπορεί να εφαρμοστεί σε όλο 
το εύρος του αριθμού Knudsen.
Οι θεμελιωτές της στατιστικής μηχανικής και της κινητικής θεωρίας των αερίων είναι 
ο James Clerk Maxwell [11], καθηγητής στο Λονδίνο και ο Ludwig Boltzmann [1], 
καθηγητής στο Πανεπιστήμιο της Βιέννης. Οι δύο τους συνδύασαν τις μακροσκοπικές 
ποσότητες με μικροσκοπικές ιδιότητες χρησιμοποιώντας όρους της στατιστικής. Επίσης, 
καθόρισαν την κατανομή ισορροπίας στην οποία καταλήγουν τα σωματίδια μετά από 
θεωρητικά άπειρο χρόνο και διατύπωσαν την εξίσωση εξέλιξης που ακολουθούν οι 
κατανομές των σωματιδίων. Ο Maxwell κάνοντας κάποιες παραδοχές, υπολόγισε τους 
συντελεστές ολίσθησης και άλματος [11], των οποίων ο λεπτομερής υπολογισμός αποτελεί 
τμήμα της παρούσας εργασίας. Η εμβάθυνση στην κινητική θεωρία και την στατιστική 
μηχανική γίνεται με τα εγχειρίδια των Huang [2], Cercignani [5], Harris [3] και άλλων. 
Επίσης, τα βιβλία των Ferziger και Kaper [4] και Williams [6] αποτελούν χρήσιμες 
αναφορές για την κινητική θεωρία των αερίων και τη μαθηματική επεξεργασία των 
αντίστοιχων εξισώσεων. Ακόμη, οι Sharipov και Seleznev στο επαναληπτικό τους άρθρο
[14] αναφέρουν λεπτομερή αποτελέσματα από την επίλυση απλών ροών αερίων σε όλο το 
εύρος του αριθμού Knudsen. Η αριθμητική επίλυση των προβλημάτων ολίσθησης και 
άλματος στην παρούσα εργασία στηρίζεται σε μεγάλο βαθμό στις δημοσιεύσεις των 
Sharipov [15-19], Siewert [20-22] και Βαλουγεώργη [23-25], Οι εργασίες του Siewert 
παρέχουν τις αναλυτικές λύσεις για τη σύγκριση με τα αριθμητικά αποτελέσματα αυτής 
της εργασίας, ενώ οι εργασίες των Sharipov και Βαλουγεώργη αποτελούν επέκταση των 
προβλημάτων σε μίγματα αερίων. Οι κινητικές εξισώσεις επίλυσης στηρίζονται στο 
μοντέλο BGK των Bhatnagar, Gross και Krook [12], καθώς και στο μοντέλο S που έχει 
προταθεί από τον Shakhov [13]. Κατά την αριθμητική επίλυση χρησιμοποιείται η 
αριθμητική μέθοδος των διακριτών ταχυτήτων όπως αυτή περιγράφεται στο βιβλίο των 
Lewis και Miller [28] και στο άρθρο των Βαλουγεώργη και Νάρη [29], Στο πρόβλημα της 
ροής διαμέσου σχισμής, είναι χρήσιμο το κλασσικό εγχειρίδιο του Schlichting [30], Οι 
αναλυτικές λύσεις για την υδροδυναμική περιοχή προέρχονται από τους Hasimoto [31] και 
Sharipov [36], Στην ελεύθερη μοριακή περιοχή το πρόβλημα της ροής μέσα από σχισμή
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έχουν επιλύσει οι Stewart [32], Hasegawa και Sone [33] και Sharipov [37], Τέλος, οι 
πηγαίοι κώδικες σε γλώσσα προγραμματισμού FORTRAN που χρησιμοποιούνται 
αποτελούν επέκταση της υπάρχουσας δουλειάς της ερευνητικής ομάδας σε μεθόδους 
μεσοκλίμακας, του εργαστηρίου Φυσικών και Χημικών Διεργασιών του τμήματος 
Μηχανολόγων Μηχανικών Βιομηχανίας.
Τα προβλήματα που επιλύονται στην παρούσα εργασία έχουν έντονο ενδιαφέρον, 
εκτός από την επιστήμη της μικρορρευστοδυναμικής, στα γνωστικά αντικείμενα της 
τεχνολογίας κενού και της αεριοδυναμικής σε μεγάλα υψόμετρα. Αν και οι εφαρμογές 
στην τεχνολογία κενού ή την αεροδιαστημική τεχνολογία δεν είναι τόσο νέες, σήμερα 
παρουσιάζεται ακόμη πιο μεγάλη ανάγκη για βελτιστοποίηση των σχεδιασμών. Η 
τεχνολογία κενού για παράδειγμα είναι βαρύνουσας σημασίας για την αποδοτική και 
ασφαλή πυρηνική σύντηξη κατά την παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας. Παράλληλα, οι 
περισσότερες κατεργασίες των νέων υλικών υψηλής απόδοσης γίνεται σε συνθήκες αραιής 
ατμόσφαιρα ή κενού. Βέβαια, εξακολουθούν να υπάρχουν και τα διαστημικά 
προγράμματα των προηγμένων κρατών τα οποία επιβάλλουν τη συνεχή βελτίωση των 
συνθηκών πτήσης στο διάστημα. Ο λόγος που τα φαινόμενα αυτά μελετώνται κάτω από το 
πρίσμα κοινής θεωρίας είναι η δυναμική ομοιότητα μεταξύ τους. Θεωρούμε δηλαδή, ότι οι 
μικρορροές είναι δυναμικά όμοιες με τη συμπεριφορά των αερίων σε χαμηλές πιέσεις στη 
μακροκλίμακα (αραιοποιημένα αέρια) [7,14]. Επομένως, η επιστήμη της μικρορ- 
ρευστοδυναμικής δεν περιορίζεται στη μελέτη των ροϊκών φαινομένων που εμφανίζονται 
στα ΜΕΜΣ.
Τα προβλήματα ολίσθησης ταχύτητας και άλματος θερμοκρασίας διατυπώνονται στο 
Κεφάλαιο 2 της παρούσας εργασίας. Επίσης, στο κεφάλαιο αυτό γραμμικοποιούνται οι 
κατανομές ισορροπίας και τα κινητικά μοντέλα BGK και S. Στο Κεφάλαιο 3, 
διακριτοποιούνται οι εξισώσεις ώστε να είναι δυνατό να επιλυθούν αριθμητικά με τη 
χρήση της επαναληπτικής διαδικασίας των διακριτών ταχυτήτων. Στο Κεφάλαιο 4, 
παρατίθενται τα αποτελέσματα για τους συντελεστές ολίσθησης και άλματος από την 
αριθμητική επίλυση των τριών αντίστοιχων προβλημάτων. Επίσης, απεικονίζονται 
γραφικά οι κατανομές των μακροσκοπικών ποσοτήτων και σχολιάζονται οι ιδιαιτερότητες 
σύγκλισης και ακρίβειας των αριθμητικών σχημάτων. Το Κεφάλαιο 5 αναφέρεται στην
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προσομοίωση της ροής μέσω σχισμής στα όρια της υδροδυναμικής και της ελεύθερης 
μοριακής περιοχής. Η διπλωματική εργασία ολοκληρώνεται με το Κεφάλαιο 6 στο οποίο 
αναφέρονται τα συμπεράσματα που καταλήγουμε και γίνονται προτάσεις για μελλοντική 
εργασία και αξιοποίηση της παρούσας διπλωματικής.
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Κεφάλαιο
Διατύπωση προβλημάτων ολίσθησης 
ταχύτητας και άλματος θερμοκρασίας
2.1 Εισαγωγή
Όπως αναφέρθηκε στο Κεφάλαιο 1, οι υδροδυναμικές εξισώσεις με τις γνωστές 
συνθήκες συνέχειας (ή μη ολίσθησης) στα όρια του προβλήματος επιτρέπεται να 
εφαρμοστούν μόνο όταν ο αριθμός Λ>7<10~3. Όμως, το εύρος εφαρμογής τους είναι 
δυνατό να διευρυνθεί σημαντικά εάν συνοδεύονται από κατάλληλες οριακές συνθήκες που 
είναι γνωστές στη διεθνή βιβλιογραφία σαν οριακές συνθήκες ολίσθησης (slip boundary 
conditions). Στην περίπτωση αυτή η εφαρμογή των υδροδυναμικών εξισώσεων 
επεκτείνεται έως αριθμό ΑΓ« < 10-1. Η περιοχή ροής για ΙΟ'3 <Κη< 10“' είναι γνωστή σαν 
περιοχή ροής με ολίσθηση (slip flow regime).
Σε ένα σύστημα καρτεσιανών συντεταγμένων (x',y'), ορίζουμε το χωρίο χ' > 0.
Έστω ότι στη θέση χ' = 0 βρίσκεται ένα τοίχωμα, ενώ στο χωρίο χ' > 0 υπάρχει ένα αέριο 
που κινείται παράλληλα με το τοίχωμα. Τότε στη περιοχή ροής με ολίσθηση η 
συνηθισμένη οριακή συνθήκη μη ολίσθησης της ταχύτητας στο τοίχωμα, αντικαθίσταται 
με τη συνθήκη ολίσθησης [15]
μ d In ΤI
u'y{ °) = ur+ap
μ ( 2 ΚΤλ
1/2 duy
Ρ 1 m ) dx' ρ dy'
(2.1)
τοιχ.
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όπου uv (0) είναι η ταχύτητα του αερίου πάνω στο τοίχωμα, Uτ η ταχύτητα του 
τοιχώματος, uv = u\ (x) η ταχύτητα του αερίου. Οι σταθερές σρ και στ ονομάζονται
συντελεστής ιξώδους (viscous slip coefficient) και θερμικής ολίσθησης (thermal slip 
coefficient) αντίστοιχα. Επίσης, Ρ, ρ και Τ είναι η τοπική πίεση, πυκνότητα και 
θερμοκρασία αντίστοιχα, ενώ μ το δυναμικό ιξώδες στη θερμοκρασία Τ. Σημειώνεται ότι 
η θερμοκρασιακή κατανομή Τ = T(y') είναι η ίδια για το τοίχωμα και το αέριο, ενώ οι 
κλίσεις δχ, και dy, έχουν ορισθεί κάθετα και παράλληλα αντίστοιχα στο τοίχωμα. Τέλος,
Κ είναι η σταθερά Boltzmann και m η μοριακή μάζα.
Για προβλήματα όπου η θερμοκρασία του αερίου είναι διαφορετική από την 
θερμοκρασία του τοιχώματος, η συνηθισμένη συνθήκη συνέχειας της θερμοκρασίας στο 
τοίχοι μα, αντικαθίσταται με τη συνθήκη άλματος της θερμοκρασίας στο τοίχωμα [15]
T{Q)-Tw +ζτ~
μ ί 2kTw Λ
1/2 δΤ
Ρ 1 m ) δχ'
(2.2)
τοιχ.
όπου Γ(θ) είναι η θερμοκρασία του αερίου στο τοίχωμα, Tw η θερμοκρασία του 
τοιχώματος, Τ = Τ (χ) η θερμοκρασιακή κατανομή του αερίου, ενώ η κλίση δχ. ορίζεται
κάθετα στο τοίχωμα. Η σταθερά ςΤ ονομάζεται ο συντελεστής άλματος της θερμοκρασίας 
(temperature jump coefficient). Οι άλλες ποσότητες στην οριακή συνθήκη ορίζονται όπως 
και στην (2.1).
Οι τιμές των συντελεστών σρ, στ και ςτ προκύπτουν από τη λύση των αντίστοιχων
προβλημάτων της κινητικής θεωρίας των αερίων που βασίζονται στην εξίσωση Boltzmann 
ή σε απλούστερα μοντέλα κινητικών εξισώσεων. Οι πρώτες προσεγγιστικές τιμές για τους 
συντελεστές ολίσθησης και άλματος υπολογίσθηκαν από τον Maxwell [11], Πολλές φορές 
οι τιμές αυτές χρησιμοποιούνται ακόμη και σήμερα, ειδικά από τους μη μυημένους στην 
κινητική θεωρία. Όμως αυτό δεν είναι απαραίτητο αφού σήμερα με τις υπολογιστικές 
δυνατότητες που έχουμε είναι δυνατόν ο ακριβής υπολογισμός αυτών των συντελεστών 
χωρίς να λαμβάνονται υπόψη οι απλουστεύσεις του Maxwell. Επίσης, είναι εφικτή η 
πειραματική πιστοποίηση των αριθμητικών αποτελεσμάτων. Όπως θα δούμε στη συνέχεια,
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ον δύο συντελεστές ολίσθησης ταχύτητας καν ο συντελεστής άλματος στη θερμοκρασία 
προκύπτουν από την επίλυση κννητνκών εξνσώσεων σε ημνάπενρα χωρία. Σε κάθε 
περίπτωση επνβάλλονταν ον κατάλληλες ορνακές συνθήκες.
Στο κεφάλανο αυτό θα ασχοληθούμε με τη δνατύπωση των τρνών προβλημάτων που θα 
μας οδηγήσουν στον υπολογνσμό των αντίστονχων τρνών συντελεστών ολίσθησης καν 
άλματος.
2.2 Εξίσωση Boltzmann και κινητικά μοντέλα BGK και S
Ένα σωματίδνο τη χροννκή στνγμή t χαρακτηρίζεταν από το άνυσμα της θέσης του 
r = (x,y,z) καν της σωματνδνακής του ταχύτητας ξ -\ζχ,ζγ,ξ2) , ξ e (-00 , οο). Στην 
κννητνκή θεωρία ο βασνκός άγνωστος είναν η συνάρτηση / που ονομάζεταν συνάρτηση 
κατανομής των σωματνδίων καν ορίζεταν έτσν ώστε /(r,ξ,t)d3rd^ξ να είναν ο 
αναμενόμενος αρνθμός σωματνδίων που περνέχονταν στον όγκο d'r γύρω από το r με 
ταχύτητες ά'ξ γύρω από το ξ την χροννκή στνγμή t. Η συνάρτηση κατανομής / 
νκανοπονεί την εξίσωση μεταφοράς Boltzmann
ί + = ·/(/,/), (2·3)ot or
της στατνστνκής μηχαννκής. Το αρνστερό μέλος της (2.3) αντνπροσωπεύεν την υλνκή 
παράγωγο της /, είναν γραμμνκό καν αντνμετωπίζεταν με γνωστές τεχννκές. Το δεξνό μέλος 
της (2.3) αντνπροσωπεύεν το νσοζύγνο ανάμεσα σε μόρνα που «χάνονταν» ή «κερδίζονταν» 
κατά την δνάρκενα των δυαδνκών μορνακών συγκρούσεων. Ο όρος είναν
ολοκληρωτνκού χαρακτήρα καν ονομάζεταν «ολοκληρωτνκός όρος συγκρούσεων» 
(collision integral term). Ο όρος αυτός, εξαρτάταν από το μοντέλο του ενδομορνακού 
δυναμνκού, δηλαδή τον τρόπο που αλληλεπνδρούν τα σωματίδια στη δνάρκενα της 
σύγκρουσης.
Η (2.3) λονπόν είναν μία μη γραμμνκή ολοκληρωτνκή-δναφορνκή εξίσωση με άγνωστο 
την συνάρτηση κατανομής που περνλαμβάνεν δναφορνκούς (αρνστερό μέλος) καν 
ολοκληρωτνκούς τελεστές (δεξνό μέλος) καν περνγράφεν την εξέλνξη της συνάρτησης
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κατανομής σε κατάσταση μακριά από τη θερμοδυναμική ισορροπία. Όταν έχουμε 
απόλυτης θερμοδυναμική ισορροπία τότε η συνάρτηση κατανομής έχει την μορφή της 
γνωστής κατανομής ισορροπίας Maxwell που αποτελεί και λύση της (2.3), χωρίς 
μεταβολές στο χώρο και στο χρόνο. Η συνάρτηση απόλυτης ισορροπίας Maxwell δίνεται 
από τη σχέση
f° = (2 tRT0)3/2 βΧΡ 2RTn
(2.4)
o J
όπου n0 η αριθμητική πυκνότητα (number density), T0 η θερμοκρασία και u'g το
διάνυσμα της μακροσκοπικής ταχύτητας που συνήθως είναι μηδέν αφού αναφερόμαστε σε 
συνθήκες απόλυτης θερμοδυναμικής ισορροπίας.
Οι μακροσκοπικές ιδιότητες του αερίου, με πρακτικό ενδιαφέρον, υπολογίζονται από 
τις ροπές της συνάρτησης κατανομής:
»(r)= J]\/άξ, (2.5)
“>) = “ίίί^’ (2.6)
Γ«=^ίίίά-"')!/«. μ
q \r) = J jJJ(£ ·- « f {ξ·- u')ίάξ, (2.8)
όπου με Κ = 1.3806503χ10'23 m2kg s'2 ΚΛ συμβολίζεται η σταθερά Boltzmann και 
R = ΚI m είναι η σταθερά του αερίου με μοριακή μάζα m . Στις παραπάνω ροπές της /,
η είναι η αριθμητική πυκνότητα, u είναι το διάνυσμα της μακροσκοπικής ταχύτητας, Τ 
η τοπική θερμοκρασία και q' το διάνυσμα θερμορροής, ενώ η πυκνότητα του αερίου 
προκύπτει από τη σχέση ρ-mn.
Επιστρέφοντας στην σχέση εξέλιξης παρατηρούμε ότι η μη γραμμικότητα και η 
πολυπλοκότητα του όρου των συγκρούσεων δυσκολεύει την επίλυση της (2.3). Στη γενική 
περίπτωση η εξίσωση Boltzmann δεν επιλύεται αναλυτικά ενώ υπάρχουν ορισμένες μόνο 
περιπτώσεις που επιλύεται με αριθμητικές μεθόδους. Έτσι έχουν προκύψει διάφορα 
κινητικά μοντέλα που προσομοιώνουν τον όρο των συγκρούσεων και διευκολύνουν την
t ‘ημικ ί (η: On: · ■ ι κ < ηών -.10- Ί ζενοιί'Οης :l!'m *ιελής
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επίλυση της (2.3). Αυτές οι απλοποιημένες εξισώσεις αναφέρονται στη βιβλιογραφία σαν 
κινητικά μοντέλα της εξίσωσης μεταφοράς Boltzmann και υπάρχει εκτενής σχετική 
βιβλιογραφία [14], Στα πλαίσια της παρούσας εργασίας χρησιμοποιήθηκαν τα μοντέλα 
BGK [12] και S [13].
Η κινητική εξίσωση του μοντέλου BGK, χωρίς τον όρο της χρονικής παραγώγου, 
δίνεται από τη εξίσωση
ξ~^(Γ-η=-(Γ-ί), (2.9)or μ
ενώ η κινητική εξίσωση του μοντέλου S, χωρίς τον όρο της χρονικής παραγώγου, δίνεται 
από τη εξίσωση
?dJ-=L·








Στις (2.9) και (2.10), ν είναι η συχνότητα των συγκρούσεων, μ το δυναμικό ιξώδες σε
θερμοκρασία Τ και Ρ η τοπική πίεση. Επίσης, η συνάρτηση feq αναφέρεται στην τοπική 
κατανομή ισορροπίας Maxwell που δίνεται από τη σχέση
Γ =
(:2nRT)
exp f (^-«')2Λ 
2 RT
(2.11)
όπου η αριθμητική πυκνότητα π, η μακροσκοπική ταχύτητα « και η θερμοκρασία Τ 
αναφέρονται στις τοπικές ιδιότητες.
Το μοντέλο BGK είναι το απλούστερο που έχει προταθεί και χρησιμοποιείται ευρέως. 
Στη βιβλιογραφία, με αυτό το μοντέλο έχουν επιλυθεί, τόσο αναλυτικά όσο και 
αριθμητικά, πολλά προβλήματα σε απλές και σύνθετες γεωμετρίες. Το μοντέλο BGK 
μειονεκτεί στην περίπτωση των μη ισοθερμοκρασιακών προβλημάτων καθώς δεν 
υπολογίζει σωστά τους συντελεστές μεταφοράς με αποτέλεσμα να δίδει για μονοατομικό 
αέριο αριθμό Prandtl ίσο με τη μονάδα και όχι 2/3 όπως θα έπρεπε. Στην περίπτωση αυτή 
καταλληλότερο εμφανίζεται το μοντέλο S. Το μοντέλο S υπολογίζει σωστά τους 
συντελεστές μεταφοράς σε προβλήματα ισοθερμοκρασιακά και μη ισοθερμοκρασιακά [14] 
επιβαρύνοντας όμως την διαδικασία επίλυσης με τον επιπλέον υπολογισμό της ποσότητας
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θερμορροής q'. Επίσης για το μοντέλο S δεν έχει αποδειχθεί ότι ισχύει αλλά ούτε ότι δεν 
ισχύει το Θεώρημα Η.
2.3 Γραμμικοποίηση κατανομής ισορροπίας Maxwell
Στο μεγαλύτερο μέρος των ροών που παρατηρούνται στην πράξη τα φαινόμενα είναι 
σχετικά ήπια και μπορεί να θεωρηθεί ότι η απόκλιση από την κατάσταση της 
θερμοδυναμικής ισορροπίας είναι σχετικά μικρή. Σημειώνεται ότι η απόκλιση αυτή δεν 
είναι αντίστοιχη με την απόκλιση τύπου Chapman - Enskog. Γενικότερα η 
γραμμικοποίηση οδηγεί σε αξιόπιστα αποτελέσματα όταν οι αριθμοί Reynolds και Mach 
της ροής είναι μικροί. Στην περίπτωση αυτή η άγνωστη συνάρτηση κατανομής / και η
συνάρτηση τοπικής ισορροπίας feq, μπορούν να γραμμικοποιηθούν σε σχέση με την 
συνάρτηση απόλυτης ισορροπίας /° ή κάποιας γνωστής συνάρτησης αναφοράς. Αυτό 
επιτυγχάνεται αναπτύσσοντας τις αρχικές κατανομές με τη χρήση της σειράς Taylor γύρω 
από την συνάρτηση αναφοράς. Στην παράγραφο αυτή επικεντρωνόμαστε στη 
γραμμικοποίηση της feq που συνήθως είναι και η πλέον επίπονη. Διατηρώντας όρους 
μέχρι πρώτης τάξης προκύπτει
























5Γ _ η0(ξ-Η'0)2 «-»·.?) 3n0 ί (ξ-"'οΫλ
dT T__To 2RT02(2nRT0)3'2 'Ρ ν 2i?ro y 2T,{2kRTq)211 6ΧΡ { 2 RT0 J
2 RTn -f
(2.15)
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Αντικαθιστώντας τις (2.13), (2.14) και (2.15) στην (2.12) προκύπτει η γραμμικοποιημένη 
συνάρτηση ισορροπίας Maxwell
Η εξίσωση (2.16) ισχύει για την γενική μορφή της /°, όπως δίδεται στην (2.4), και η
ώστε να διευκολύνει την επίλυση των αντίστοιχων προβλημάτων.
2.4 Πρόβλημα ιξώδους ολίσθησης ταχύτητας
Προχωρούμε στη διατύπωση του προβλήματος ιξώδους ολίσθησης της ταχύτητας που 
είναι γνωστό στη διεθνή βιβλιογραφία ως «viscous slip problem» ή σαν πρόβλημα Kramer 
[17], ενώ ο συντελεστής ιξώδους ολίσθησης της ταχύτητας σρ, είναι γνωστός σαν
«viscous slip coefficient».
Θεωρούμε ένα αέριο που καταλαμβάνει το ημιάπειρο χωρίο χ' > 0 (Σχήμα 2.1). Η 
πίεση και η θερμοκρασία του αερίου είναι παντού σταθερές και ισούνται με τις τιμές 
ισορροπίας Ρ0 και Τ0 αντίστοιχα. Το αέριο δεν βρίσκεται σε ηρεμία αλλά υπάρχει ροή
στην κατεύθυνση y' λόγω σταθερής κλίσης ku της ταχύτητας uy(x') στο άπειρο
(ku « ΐ). Οι συνθήκες ροής καθώς χ' -» °ο είναι
Η ροή γίνεται περισσότερο κατανοητή αν θεωρήσουμε ότι είναι αντίστοιχη με τη ροή 
ανάμεσα σε δυο πλάκες όπου η ακίνητη πλάκα βρίσκεται στο χ' = 0 και η κινούμενη 
βρίσκεται στο χ'->οο και κινείται με σταθερή ταχύτητα. Έτσι, για χ'—>οο η κλίση της 
ταχύτητας είναι σταθερή. Επομένως είναι δυνατό να θεωρηθεί σαν οριακή περίπτωση της 
ροής Couette όπου η μία πλάκα είναι ακίνητη και η δεύτερη μετακινείται στο άπειρο. 
Χαρακτηριστικό του προβλήματος είναι η ανάπτυξη ενός κινητικού οριακού στρώματος
(2.16)
οποία προσδιορίζεται ανάλογα με το πρόβλημα που εξετάζεται. Η /° επιλέγεται έτσι
duv(x')
= = const., n<c = no~ const., TW=T0 = const. (2.17)
dx'
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στην περιοχή του ακίνητου τοιχώματος, το λεγόμενο «στρώμα Knudsen», πέρα από το 
οποίο η κλίση της μακροσκοπικής ταχύτητας μπορεί να θεωρηθεί σταθερή.
2.4.1 Κινητικό μοντέλο BGK
Το πρόβλημα είναι μονοδιάστατο και η μοναδική ποσότητα που μεταβάλλεται είναι η 
ταχύτητα «ν(χ'), ενώ οι άλλες δύο συνιστώσες της ταχύτητας είναι μηδενικές. Να
τονίσουμε ότι η πυκνότητα και η θερμοκρασία παραμένουν σταθερές και ίσες με τις τιμές 
που έχουν για χ' —» οο . Έτσι, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι οι τιμές των ιδιοτήτων αυτών 
στο άπειρο είναι και οι τιμές της απόλυτης κατανομής ισορροπίας. Επομένως, για τις 
σταθερές συνθήκες πίεσης Ρ0, αριθμητικής πυκνότητας η0 και θερμοκρασίας Τ0, η 
εξίσωση του μοντέλου BGK (2.9) γράφεται
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(2.18)
όπου για την τοπική κατανομή ισορροπίας ισχύει
Γ (2.19)
Στο σημείο αυτό είναι σκόπιμο να εισάγουμε τον ορισμό της μέσης ελεύθερης διαδρομής 
των σωματιδίων
Η μέση ελεύθερη διαδρομή των σωματιδίων /0, είναι η διαδρομή που διανύει ένα 
σωματίδιο στο χώρο μεταξύ δύο διαδοχικών συγκρούσεων. Η ποσότητα υ0 ονομάζεται 
πιθανότερη σωματιδιακή ταχύτητα, προκύπτει από την κινητική θεωρία και 
χρησιμοποιείται στην αδιαστοποίηση των μικροσκοπικών και μακροσκοπικών ταχυτήτων. 
Επίσης, σημειώνεται ότι η αδιάστατες αποστάσεις χ και y ισοδυναμούν με αριθμό μέσων 
ελεύθερων διαδρομών. Χρησιμοποιώντας λοιπόν τις παραπάνω αδιαστατοποιήσεις 
ξαναγράφουμε τις εξισώσεις (2.18) και (2.19) στην αδιάστατη μορφή
Η γραμμικοποίηση της τοπικής κατανομής ισορροπίας Maxwell (2.23) γίνεται ως προς την 
συνάρτηση ισορροπίας για τ->οο. Επομένως, στην (2.4), θέτουμε u0=kux' και στην 
συνέχεια την αδιαστατοποιούμε και βρίσκουμε ότι
(2.20)
κα τις αδιάστατες ποσότητες:





Έργ. Φυσικών β£Χημικάη > Οιεργαιηών 'ΊζενΐσίδρςίΚ&ντελής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
‘Επίλυση κλασσικών >τροβλημάταχν κινητικής
θεωρώ ς με εφαρμογή οιη μικρορρενστοδιιναμική
Ιούλιος 2005 3ιπλω}ΐ&%πκή ίEpymritx
όπου η νέα αδ ιάστατη σταθερά ku =ku 10/υ0 . Σημειώνεται ότι η σταθερά ku έχει μονάδες 
[s'1]. Επομένως η γραμμικοποιημένη συνάρτηση κατανομής (2.16), παίρνει τη μορφή 
Γ = /° {ι + 2 (uy - kux)(cy - kux)}, (2.25)
αφού η αριθμητική πυκνότητα και η θερμοκρασία είναι παντού σταθερές. Στη συνέχεια 
γραμμικοποιούμε την κατανομή / σύμφωνα με τη σχέση
f = f°[l + kuh(x,c)], \h{x,c)«1|, (2.26)
όπου h η νέα άγνωστη συνάρτηση κατανομής και ku« 1 η αδιάστατη σταθερά κλίσης
της ταχύτητας. Με την αντικατάσταση των (2.25) και (2.26) στην (2.22) προκύπτει η 
εξίσωση εξέλιξης
c,(1 + k"h)^ + cA/° |jj; = f° [2(uy - Kx)(cy ~ Kx) ~ Kh~\ ■ (2·27)
Αντικαθιστώντας στην παραπάνω εξίσωση την παράγωγο -^—-2f°ku(c -kux) έχουμεdx \ y )
ότι
2c* (cy ~ Κχ)Κ ί1 + Kh) + CA ^ + k»h = 2(uy ~k»x)(cy - kux) ■ (2·28)
Ορίζουμε τις σχετικές ταχύτητες
= cy-Kx·· με -οο <cy< co και (2.29)
και ξαναγράφουμε την (2.28) στη μορφή 
_ Qh
2cxc + 2cxc kh + c— + h = 2uvc . (2.30)
Ox
Ο δεύτερος όρος της εξίσωσης στο πρώτο μέλος είναι μία τάξη μεγέθους μικρότερος από 
τους υπόλοιπους αφού περιλαμβάνει το γινόμενο των ku και h και επομένως απαλείφεται. 
Στο σημείο αυτό ορίζουμε τη νέα συνάρτηση κατανομής
Y(x,cx) = - ί|7ζ(χ,cx,cy,c2)cy exp(-cy -c])dcydcz 
n
(2.31)
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και δρούμε στην εξίσωση (2.30) με τον ολοκληρωτικό τελεστή
— jj(»)cyexp(-Cy-c^)dcydc2. Με αυτή τη διαδικασία προβάλλονται οι δυο
σωματιδιακές ταχύτητες cv και cz στην κατεύθυνση της cx και απομακρύνονται. Η
παραπάνω προβολή αποτελεί μια μη αντιστρέψιμη διαδικασία αφού διατηρείται μόνο η 
πληροφορία της τρίτης σωματιδιακής ταχύτητας cx, ωστόσο, όπως αποδεικνύεται στη
συνέχεια η πληροφορία της νέας συνάρτησης Y[x,cx) είναι αρκετή για τον υπολογισμό
των ποσοτήτων που μας ενδιαφέρουν. Συγκεκριμένα η νέα εξίσωση εξέλιξης που 
προκύπτει είναι
(2.32)SY ν _ 
c'&+y=“'-c-'
Στη συνέχεια γραμμικοποιούμε και εκφράζουμε τη μακροσκοπική ποσότητα uy (x) ως 
προς τη νέα συνάρτηση κατανομής Υ(x,c2). Από τον ορισμό της ταχύτητας προκύπτει
»; Μ=ξ JJK*=λ ίίί/0 EKhppi ~
dcxdcydcz == JJJ(1 + Kh)py exP ~Cl ~(Cy~ Kx) - c.
= “ITT JJJO + Kh)(λ + kux)exp[-^-Cy -C2z]dcxdcydcz =
= υοΚχ + ^77 \Whcy exp[~cx - Cy - cl ] dcxdc dcz =>
— = uy = kux 4- if\hc exp\-c2x - c 2 - c)1 dcxdcydcz => [λόγω της (2.29)]
vn π jjj <-
uy 3/2π ίίΚεχρ[- 2 — 2 2 c — C — Cx y z ] dcxdcydcz = -j= We C'dcY 7Γ J (2.33)
Σημειώνεται ότι από την εξίσωση (2.17) για χ -»co προκύπτει και η σχέση υπολογισμού 
του συντελεστή ιξώδους ολίσθησης της ταχύτητας
, (x)~(aP+x)ku =>uy(x) = ap, x->co. (2.34)
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Σε αυτό το σημείο αξίζει να γίνει μια σημαντική παρατήρηση που αφορά και τους 
υπόλοιπους συντελεστές ολίσθησης ή άλματος. Συγκεκριμένα, σύμφωνα με τις (2.1) και 
(2.2), οι συντελεστές σ , στ και ςτ αναφέρονται στις συνθήκες του τοιχώματος, ενώ η
(2.34) συσχετίζει τον συντελεστή ολίσθησης με μακροσκοπικές ποσότητες στο άπειρο. Το 
ίδιο συμβαίνει και στον υπολογισμό των άλλων συντελεστών. Δηλαδή ενώ και οι τρεις 
συντελεστές ισχύουν στο χ = 0, ο υπολογισμός τους βασίζεται στην ασυμπτωτική 
συμπεριφορά των μακροσκοπικών μεγεθών καθώς x -» οο. Αυτό οφείλεται στο γεγονός 
ότι σε επίπεδο των υδροδυναμικών εξισώσεων το στρώμα Knudsen είναι πάρα πολύ λεπτό 
και η επίδρασή του στη ροή έχει τάξη μεγέθους αντίστοιχη με τη μέση ελεύθερη διαδρομή. 
Αντίθετα σε επίπεδο κινητικών εξισώσεων το στρώμα Knudsen έχει σημαντικό πάχος. 
Επομένως, οι υδροδυναμικές οριακές συνθήκες (2.1) και (2.2) πάνω στο τοίχωμα 
αντιστοιχούν στην ασυμπτωτική συμπεριφορά των μακροσκοπικών μεγεθών που 
προκύπτουν με βάση την κινητική θεωρία μακριά από το τοίχωμα.
Συνεχίζοντας τη μαθηματική επεξεργασία του προβλήματος, αν εφαρμόσουμε την
ΘΥ
εξίσωση (2.32) για χ-»οο, τότε η παράγωγος -----= 0 και οδηγούμαστε στην οριακή
δχ
συνθήκη
Y(co,cx) = Uy-cx, x-»°o. (2.35)
Στρέφουμε τώρα την προσοχή μας στην οριακή συνθήκη στο τοίχωμα. Εφαρμόζουμε τις 
οριακές συνθήκες διάχυσης - ανάκλασης του Maxwell. Η μαθηματική διατύπωση των 
οριακών αυτών συνθηκών δίδεται από την σχέση
Y(0,cx) = (\-a)Y(0,-cx), cx> 0. (2.36)
Ο συντελεστής a, ονομάζεται συντελεστής αλληλεπίδρασης τοιχώματος - αερίου 
(accommodation coefficient) και εκφράζει το ποσοστό των σωματιδίων που 
απορροφούνται από το τοίχωμα και εκπέμπονται με τις συνθήκες του τοιχώματος (diffuse 
reflection), ενώ 1 - α είναι το ποσοστό των σωματιδίων που ανακλώνται από το τοίχωμα 
χωρίς να αλληλεπιδράσουν με αυτό (specular reflection).
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Άρα η αριθμητική επίλυση των εξισώσεων (2.32) και (2.33) με οριακές συνθήκες την
(2.35) στο άπειρο και την (2.36) στο τοίχωμα, θα μας οδηγήσει, μέσω της Υ(x,ct), στην
εύρεση της άγνωστης κατανομής ταχύτητας και του συντελεστή ολίσθησης ιξώδους.
Όπως έχουμε αναφέρει οι γραμμικές κινητικές εξισώσεις σε μία διάσταση επιλύονται 
αναλυτικά [21]. Σε αυτές τις περιπτώσεις, είναι προτιμότερο η εξίσωση εξέλιξης να είναι 
ομογενής. Θεωρούμε σκόπιμο να διατυπώσουμε το πρόβλημα και σε αυτήν την μορφή. Αν 
εισάγουμε τη μεταβλητή
Ψ = Υ + οχ, (2.37)
τότε προκύπτει η ομογενής εξίσωση εξέλιξης 
δΨ w _
όπου η μακροσκοπική ταχύτητα uy (χ) υπολογίζεται από το ολοκλήρωμα
(2.38)
Η οριακή συνθήκη για το τοίχωμα είναι




ενώ η οριακή συνθήκη στο άπειρο όπου
δΨ
δχ
= 0 εκφράζεται από τη σχέση
ψ(°°,οχ) = ΰγ=σρ, χ > οο. (2.41)
Να σημειώσουμε ότι εξακολουθεί να ισχύει ότι uy=ap. Επομένως, από το ομογενές
πρόβλημα διατυπώνεται από τις (2.38) και (2.39) με οριακές συνθήκες τις (2.40) και 
(2.41).
Στην παρούσα εργασία επιλύονται αριθμητικά και οι δύο προσεγγίσεις με σκοπό να 
πιστοποιηθεί με τον καλύτερο δυνατό τρόπο η υπολογιστική επεξεργασία των σχετικών 
προβλημάτων.
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2.4.2 Κινητικό μοντέλο S
Προχωρούμε στην επίλυση του προβλήματος ιξώδους ολίσθησης με το μοντέλο S. Σε 
αυτή την περίπτωση η (2.10) γράφεται στη μορφή
3/ ρ— ° J fe(l
dx' μ(Τ0)
1 + - 2m ,2-9y%-«'Qy) 2KTn 2
(2.42)
15«0(^o)





Αν ακολουθήσουμε τους ίδιους συλλογισμούς με την προηγούμενη παράγραφο και 
γραμμικοποιήσουμε τις συναρτήσεις κατανομής σύμφωνα με τις (2.25) και (2.26), τότε 
προκύπτει η εξίσωση εξέλιξης για το μοντέλο S
/. , ,\df° ι dhc(\ + kh)-----+ ckf — =
u ’ dx x uJ dx
= f\\ + 2(uy-kux){cy-kux) ^ +—Kqy(c~u0 ) (c-u0)2-- f°[ 1 + M]·u xy" y υ' 2
Αν αποκοπούν οι όροι δεύτερης τάξης και άνω, (όπως οι όροι με το γινόμενο των ku επί
Qf0
h), και αντικατασταθεί η παράγωγος ~~ = 2f°ka{cy-kux^, καταλήγουμε στη
γραμμικοποιημένη εξίσωση
dh , , _ 4 _ '
C*fo+h = 2U>Cy-2C*Cy+ — qyCy
5 λ2 — 2 2 Ο
C +C +C — χ y ζ -,2 j
(2.44)
όπου έχουν χρησιμοποιηθεί οι ορισμοί (2.29). Ακολουθούμε μια παρόμοια προβολή με την 
προηγούμενη παράγραφο των δύο σωματιδιακών ταχυτήτων c και cz στην κατεύθυνση
της cx. Σε αυτή την περίπτωση όμως είναι απαραίτητο να ορισθούν δύο νέες συναρτήσεις
κατανομής ώστε να παρέχουν την αναγκαία πληροφορία για τον υπολογισμό τόσο της 
μακροσκοπικής ταχύτητας όσο και της θερμορροής. Οι δύο νέες συναρτήσεις 
περιγράφονται από τις σχέσεις
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γλχ,οχ) = — \\h{x,cx,cy,cz)cy exp(-c2-c])dcydcz (2.45)
και
Y2<Χc,) = — cx’Cy,cz)cy(c2 + c2)exp(-cy -c2z)dcydcz. (2.46)
Δρούμε στην (2.44) με τους ολοκληρωτικούς τελεστές — ίί(·)ΖΓ exp(-c2 -c2)dcdcz και
π
— fi(*)cv(c2 + c2)exp(-c,2 -c])dcdc, ώστε να προκύψει αντίστοιχα το ζεύγος των 
2τγ
εξισώσεων που περιγράφουν το πρόβλημα ιξώδους ολίσθησης της ταχύτητας με το 
μοντέλο S
dYx ν _ 2 ( , Ο
— +Y=Uy-cx+—qydx cx —V 2y
και





Παρατηρώντας τις σχέσεις (2.31) και (2.45) είναι σαφές ότι για τον υπολογισμό της 
μακροσκοπικής ταχύτητας σε σχέση με τις νέες κατανομές Y{(x,cx) και Y2(x,cx) ισχύει
«, = !ττ \\\hcy exP [~cl - °y ~ c) ] dcxdcydc2 = -j= \Yxe-c] dcx.TC yj JC
(2.49)
Αντίστοιχα, για τη ροή θερμότητας, ακολουθώντας τους ορισμούς των σχετικών 
ταχυτήτων (2.29) και της αδιάστατης θερμορροής (2.43), έχουμε ότι






Μ1 + kuh][Cl+(Cy + KX~ Uy )’ + C:){Cy + KX ~ Uy ) eXP [~Cl ~ Cy ~ ] dcxdCydC2
ffj[1 + *,A](c* +(s -«Λ)2 +c2\(cy-uyku)exp[-c2x-c2-c2]dcxdcydcz
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2 __3/2 ' 7Γ
+(cy- «Α) +c2z\(cy- Uyku) exp [-c2 - cy2 - c2] dcxdcydcz
K \{\h[c‘. +(?, -“A)1 +c,‘)(f, *“A)exP[-cl-c,1 -‘5]dc.‘Brdc·
.if+(“A)!
K j]Wc\ + (cy - Uyku)' + c]) (cy - uyku) exp [~c2x - c2 - c] ] dcxdcydcz.
Λόγω της γραμμικοποίησης αποκόπτουμε τους μη γραμμικούς όρους και προκύπτει για τη 
θερμορροή στην κατεύθυνση y ότι
1
?ν=-‘y 1/2π
\\\h(c2 + c2 + c))cy exp[-cx2 -c2 -c2]dcxdcydcz -~uy (Εξ'2'49) >
<Iy=·
1
*y _3/2 7Γ m
ct+c2 + c2 X.exp[- 2 — 2 2 Cx-Cy ~Cz ] dcxcfcydcz
5 1
Qy 3/2π
ί -3/2 λ π
iff*
\\\hcy exp 2 — 2 2 ~Cx ~Cy ~Cz ] dcxdcydc2
c2+c2 + c2 |c , exp - λ2 — 2 2 c — c — cjc y z ] dcxdcydcz
qy A* 2)Y'e^dc^ + 4^^'dCx'
Οι οριακές συνθήκες στο τοίχωμα και για τις δύο συναρτήσεις κατανομής είναι 
^(0,Cl) = (l-fl)^(0,-cJ, cx>0
και





Τέλος, για x —» oo, οι παράγωγοι Ί _ 2 _ 0 και επομένως σύμφωνα με τις εξισώσεις
δχ δχ
(2.47) και (2.48) οι συνθήκες στο άπειρο περιγράφονται από τις εκφράσεις
Y(v,cx) = uy-cx+ — qy2 Γ 2 1Λc — χ -> 00 (2.53)
και
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X —> 00 . (2.54)
Για τον υπολογισμό λοιπόν του ιξώδους συντελεστή ολίσθησης και των κατανομών 
ταχύτητας και θερμορροής με το μοντέλο S χρειάζεται η επίλυση των συζευγμένων 
εξισώσεων (2.47) και (2.48) μέσω των ολοκληρωμάτων (2.49) και (2.50) μαζί με τις 
οριακές συνθήκες στο τοίχωμα (2.51) και (2.52) και στο άπειρο (2.53) και (2.54).
2.5 Πρόβλημα θερμικής ολίσθησης ταχύτητας
Το επόμενο φαινόμενο που θα εξετάσουμε είναι η θερμική ολίσθηση της ταχύτητας, 
γνωστό στη διεθνή βιβλιογραφία σαν «thermal slip problem» [18]. Όταν βρισκόμαστε 
εκτός θερμοδυναμικής ισορροπίας και ενώ το αέριο βρίσκεται σε σταθερή πίεση, η 
κατανομή θερμοκρασίας στη διεύθυνση παράλληλα στο τοίχωμα προκαλεί ροή 
παράλληλα στο τοίχωμα. Η ροή αυτή δεν είναι γνωστή στην κλασσική ρευστομηχανική 
και ονομάζεται ροή θερμικού ερπυσμού (thermal creep). Ο σχετικός συντελεστής σε αυτή 
την περίπτωση ονομάζεται θερμικός συντελεστής ολίσθησης στ και είναι γνωστός στη
διεθνή βιβλιογραφία ως «thermal slip coefficient».
Για να διατυπωθεί το πρόβλημα, θεωρούμε ένα αέριο που καταλαμβάνει το ημιάπειρο 
χωρίο χ’>0 (Σχήμα 2.2). Το αέριο βρίσκεται σε σταθερή πίεση Ρ0, ενώ η θερμοκρασία
του τοιχώματος δεν είναι ομοιόμορφη αλλά έχει μια γραμμική κατανομή ως προς την 
κατεύθυνση y'. Το αέριο παρουσιάζει επίσης την ίδια κατανομή θερμοκρασίας με το 
τοίχωμα σε όλο τον όγκο του, σύμφωνα με τη σχέση
όπου k'T «1 η σταθερά κλίσης της θερμοκρασίας. Τονίζεται ότι, η κατανομή της 
θερμοκρασίας είναι μόνο ως προς την κατεύθυνση y' παράλληλα στο τοίχωμα. Εξαιτίας 
της παραπάνω κατανομής της θερμοκρασίας το αέριο παρουσιάζει μακροσκοπική 
ταχύτητα u (V). Αυτή η ταχύτητα καθώς απομακρυνόμαστε από το τοίχωμα τείνει σε μία 
σταθερή τιμή. Συγκεκριμένα, οι συνθήκες ροής καθώς χ' -» οο είναι
-Έργ. Φυσικών ι£Χημτκών3ιεμχ<χ<ηών -23- 'Τζενετώης ίΐϊχνχελής
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= k'T- const. (2.56)
2.5.1 Κινητικό μοντέλο BGK
To πρόβλημα όπως αναπτύχθηκε προηγούμενα, είναι σε δύο διαστάσεις εξαιτίας της 
κατανομής θερμοκρασίας. Θεωρώντας λοιπόν την σταθερή πίεση Ρ0 του αερίου, η 
εξίσωση του μιοντέλου BGK (2.9) που περιγράφει το πρόβλημα γράφεται στη μορφή
ξγ^- + ξχ~ = ν0(Γ - /) = -%-Γ(Γ -/), (2.57)
dy δχ μ(Τ0)
όπου το ιξώδες μ{Τ) έχει αναπτυχθεί γύρω από την τιμή μ(Τ0) και έχουν διατηρηθεί οι
όροι μηδενικής τάξης. Επίσης, για τις τοπικές συνθήκες της αριθμητικής πυκνότητας η 
και της θερμοκρασίας Τ, η κατανομή τοπικής ισορροπίας δίνεται από τη σχέση
n:oyairu,)v \biK ίΠΙχί >:ιελ.
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Τ’ y = i~’ ιο = ης-υο’ v0 = J2RT0, c = , Wy(x) = ^^
'ο ξι ■‘ο υο ^τυο
(2.59)
με αδιάστατο kT=k'T/v0. Να υπενθυμίσουμε ότι τα μεγέθη /0 και υ0 είναι η μέση 
ελεύθερη διαδρομή και η πιθανότερη σωματιδιακή ταχύτητα αντίστοιχα. Επομένως, η 
κατανομή θερμοκρασίας του αερίου (2.55) μετασχηματίζεται στη σχέση
T(y) = T0(l + ykr). (2.60)
Η αδιάστατη εξίσωση εξέλιξης γράφεται ώς
c,^+c^ = r-f· (2-61)oy οχ
Η αδιάστατη απόλυτη κατανομή ισορροπίας ως προς την οποία γραμμικοποιούνται οι 
κατανομές του προβλήματος περιγράφεται από τη σχέση
/■Ο _ ηο
J (2 KRT0f2
Σύμφωνα με την εξίσωση (2.16) η νέα γραμμικοποιημένη συνάρτηση κατανομής της 





c2 — — 
2
(2.63)
ενώ οι διαταραχές γύρω από την απόλυτη κατανομή Maxwell περιγράφονται από τη 
σχέση
f = f°\l + kT h(x,c) + y
( s '\ 
c2 — ·, \h(x,c)«l|, (2.64)
όπου h η νέα άγνωστη συνάρτηση κατανομής. Συγκρίνοντας τις σχέσεις (2.26) και (2.64), 
παρατηρούμε ότι στο παρόν πρόβλημα η γραμμικοποίηση της / περιγράφεται από 
διαφορετική σχέση. Αντικαθιστώντας στη συνέχεια στην εξίσωση εξέλιξης (2.61) τις 
σχέσεις για τις κατανομές (2.63) και (2.64) προκύπτει
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c < 1 + kT
= /°
h + y ' , 5^








-kT h + y
( sY
c2 —
1 2) v 2J_
df°
Στην παραπάνω σχέση ισχύει ότι -— = Ο και επομένως ξαναγράφεται στη μορφή
dx
kTCx~ + krCy c —
n-n. Τ-Ζ° ' 2kTuycy+ —
■L (i
f , 3^ f , 5 s)c2--
l 2;
- kTh - kTy c2--
l 2
(2.65)
Να σημειωθεί ότι στην εξίσωση (2.65) οι διακυμάνσεις της θερμοκρασίας και της 
αριθμητικής πυκνότητας δεν είναι μηδενικές. Για τον υπολογισμό αυτών των 
διακυμάνσεων χρησιμοποιούμε την καταστατική εξίσωση
Ρ = nKT = nmRT. (2.66)







Τελικά, αν αντικαταστήσουμε τις σχέσεις (2.67) στην (2.65), η εξίσωση εξέλιξης της 
συνάρτησης κατανομής h που περιγράφει το πρόβλημα είναι
dh
c'Tx+h=luO-o c2 -- (2.68)
■J
Στη συνέχεια γίνεται προβολή των σωματιδιακών ταχυτήτων cy και c2 στην ταχύτητα cx ,
με τη χρήση της νέας συνάρτησης κατανομής
Y(x,cx) = ~ \\h(<x’Cx,cy,cI)cyexp{-cy -c])dcydcz, (2.69)
ενώ μπορούμε να επιδράσουμε παράλληλα στην εξίσωση (2.68) με τον ολοκληρωτικό
, 1
π
πρόβλημα θερμικής ολίσθησης της ταχύτητας είναι
τελεστή — exp(-c2 -c])dcydcz. Η νέα εξίσωση που προκύπτει και περιγράφει το
57 . \( 2 Ο
C‘fr+Y(X’C-) = U’ 2
c, — (2.70)
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Είναι προφανές ότι με αυτή τη διαδικασία το πρόβλημα γίνεται μονοδιάστατο στο πεδίο 
των ταχυτήτων αφού η νέα κατανομή Y(x,cx) εξαρτάται μόνο από τη σωματιδιακή
ταχύτητα cx και έτσι απλοποιείται η επίλυση της (2.70) και ο υπολογισμός των 
μακροσκοπικών ποσοτήτων. Πιο συγκεκριμένα, για τον υπολογισμό της ταχύτητας uy (x) 








, exp [—- c2 - c\ ] dcxdcydcz
kTvt
~372 π
T \\\cyh(x,c) exp [~c2x - c2 - c2 ] dcxdcydcz
= uy W = -Ϊ7Γ JIM exp [_c* “ cy ~ c* ] dcxdcydcz Kj'Uq tc
uy=~i72 W\hcy exP [-cl~cy -c]]dcxdcydcz = ~j= \Yec]dcx. (2.71)
Εάν επιστρέφουμε στη σχέση των οριακών συνθηκών (2.1) θα προκόψει και η σχέση
υπολογισμού του συντελεστή θερμικής ολίσθησης της ταχύτητας. Συγκεκριμένα, όπως
έχουμε αναφέρει, η θερμική ολίσθηση της ταχύτητας στο τοίχωμα δίδεται από την σχέση
μ0 dinΤ , , , mP0






= kT . Επομένως έχουμε ότι
Μ, = σ PodlnT σ μ0ΚΤ0 δ In Τ j μ0ΚΤ0 1 Sin Τ '°=ΐχ ) 
Τ ύο Τ mPo fy' Τ mPo h dy
μ°ΚΤ° p0 din T KT0 dlnT Τ=τρ\^τ)
(λ C/ ύ ~ ύ r
mP0 μυ0 dy ιηυ0 dy
, στ 2ΚΤη 1 , u' στ στ
u1 — — ------- 51—L· =>------= —-=ε>η =—.
2 m υ0 v0kT 2 2
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Άρα για τον υπολογισμό του στ είναι απαραίτητο να υπολογίσουμε την κατανομή της 
ταχύτητας με βάση την κινητική θεωρία και τότε
M*)L=V’ Χ~>0°· (2·72)
Η οριακή συνθήκη για το τοίχωμα, είναι
Y(0,cx) = (\-a)Y(0-cx), cx> 0. (2.73)
Η δεύτερη οριακή συνθήκη προκύπτει αν θέσουμε x —»οο στην εξίσωση εξέλιξης (2.70),
57
οποτε για-----= U, εχουμε οτι
δχ
Y(co,cx) = u--
1 ( 2 η 1 ί 2 0
— Cr — = — (Τ τ -c+-




Επομένως, για να προκύψει η συνολική κατανομή Y(x,cx) και η τιμή του συντελεστή
(2.72) χρειάζεται η συστηματική επίλυση της μη ομογενούς εξίσωσης εξέλιξης (2.70) μαζί 
με το ολοκλήρωμα (2.71), έχοντας την οριακή συνθήκη (2.73) για το τοίχωμα και την 
(2.74) για το άπειρο.
Εναλλακτικά, μπορούμε να εισάγουμε τη μεταβλητή
Ψ = 7 + c 2 ——
επομένως προκύπτει η ομογενής εξίσωση εξέλιξης 
δΨ
αχ — + Ψ(χ,°χ) = ^.
(2.75)
(2.76)
Σε αυτή την περίπτωση ο υπολογισμός της μακροσκοπικής ταχύτητας uy (x) σε σχέση με 
τη νέα κατανομή Ψ (χ,^) δίνεται από τη σχέση
w,, =
h \Ye~‘'dc-" h ^ Ψ--2 c — e~c]dcx = -JL \'Yec]dci. (2.77)4π J
Οι οριακές συνθήκες προκύπτουν από τις αντίστοιχες για τη μη ομογενή εξίσωση. Έτσι, 
στο τοίχωμα έχουμε ότι
1 (
Ψ(0,Ο = (1-α)Ψ(0,-Ο + -α cx2-- 
χ 2
c >0, (2.78)
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ενώ η οριακή συνθήκη της κατανομής Ψ(χ,<^) στο άπειρο είναι
ψ„(0 = «,=γ. (2.79)
Το ομογενές πρόβλημα διατυπώνεται από τις (2.76) και (2.77) με τις οριακές συνθήκες για 
το τοίχωμα (2.78) και για το άπειρο (2.79).
2.5.2 Κινητικό μοντέλο S
Έχουμε αναφέρει ότι το κινητικό μοντέλο S είναι περισσότερο αξιόπιστο κατά την 
επίλυση μη ισοθερμοκρασιακών προβλημάτων. Ένα τέτοιο πρόβλημα είναι η θερμική 
ολίσθηση της ταχύτητας. Για να αναπτύξουμε λοιπόν τη μαθηματική μεθοδολογία 
επίλυσης με το μοντέλο S ξεκινάμε από τη σχέση (2.10) που σε αυτή την περίπτωση 
γράφεται στη μορφή
df , * df _ Ρ0ξ ώώ. + ξ 2Η_ = .
3x' *”dy' μ(Γ0) Γ
1 + -




Γίνονται οι αδιαστατοποιήσεις που περιγράφονται από τις σχέσεις (2.59), ενώ 
αδιαστατοποιείται και η θερμορροή σύμφωνα με τη σχέση
„ _ _ Η
y nQKTQv0kT kTmn0u03 *
(2.81)
Η γραμμικοποίηση, όπως και στην προηγούμενη παράγραφο, γίνεται γύρω από την 
κατανομή /° της (2.62). Από τις σχέσεις (2.63) και (2.64) μπορούμε να καταλήξουμε 
στην εξίσωση
c \ 1 + kT h + y





df , dh , J , 5^






0 + 2 kTuycy + 0
ο Τ1 Π0 ν
. 4
1+τι?λ
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Έπϊλοση κλασσικών προβλημάτων κινητικής 
θεωρίας με εφαρμογή οτη μίκρορρεοοτοβιεναμική
Ιούλιος 2005 Άιπλωμαπική1Epytxnia'
Ακολουθώντας τα βήματα της προηγούμενης παραγράφου, δηλαδή αποκοπή μη 
γραμμικών όρων, χρήση της σχέσης (2.67) για τις διακυμάνσεις της θερμοκρασίας και της
df°
αριθμητικής πυκνότητας και-----= 0 καταλήγουμε στην εξίσωση εξέλιξης που περιγράφει
dx
το πρόβλημα θερμικής ολίσθησης της ταχύτητας με το κινητικό μοντέλο S:
dh , „
Cx~fa+h = 2UyCy~cy
( 2 ^ 4 r 2 5ΪC — + — <7 Λ C —
1 2; 15 y y V 2)
(2.82)
Κατά τη διαδικασία προβολής των μοριακών ταχυτήτων c και cz στην ταχύτητα cx θα




Y\{x,cx) = ~ \\h(x,cx,cy,cz)cy exp(-cy -c))dcydcz
X,(x,c,) = — jjh(x,cx,cy,cz)cy (c2y + c])exp(-cy2 -c])dcydcz.
(2.83)
(2.84)
Επιδρώντας στην εξίσωση (2.82) με τους ολοκληρωτικούς τελεστές 
-\\{.)cyexV{-cl-c])dcydcz και jj(*)cy(c2y +cz2)exp(-c^-c])dcydcz προκύπτει το
ζεύγος εξισώσεων
dx
+ Υ, = u„ —
f
7 n 2 ( 7 nc — H-----Cjv c —Λ





dx 2 y 2
f 7 n 2 f 7 nc. + — H---- qv c. + —Λ





που περιγράφει το πρόβλημα της θερμικής ολίσθησης της ταχύτητας με το μοντέλο S. Με 
σύγκριση των σχέσεων της συνάρτησης κατανομής του μοντέλου BGK (2.69) και του 
μοντέλου S (2.83) και λαμβάνοντας υπόψη την (2.71) προκύπτει για την μακροσκοπική 
ταχύτητα ότι
uy ^3/2 JIK exP[ c* cy ~\dcxdcydci — ^—jvte Xdcx (2.87)
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loii\jc 200.5 2ιχλωματική Έ,ργιχσΰχ Ίώχΐλ thjrj κλααοικιin! xpofiXijju 
θεωρίας με εφαρμογή οτη μικρορμ
ίων κινητικής 
νστοΜγναμΐκή
^ = ~. Ξεκινώντας στη συνέχεια από τη σχέση (2.8), για τη
Να υπενθυμίσουμε ότι σύμφωνα με την (2.72), για τον υπολογισμό του συντελεστή 
ολίσθησης ισχύει uy(x)\
θερμορροή σε μία διάσταση προκύπτουν τα ολοκληρώματα
m
~2
\ + kT\h + y\ c —pi 5 άξ
2 π3/2 JJj Χ + ^γ + \°2'2)\ [c*+(cy~kTuy)2 +€ή
[cy ~ kTu y) exp [-c2 - c2 - c] ] dcxdcydcz =>
9yhr = ^77 JJJ(CX + (Cy - k'TU y )2 + Cl) (s ~kTUy) eXP [~Cl ~ Cy ~ c) ] dcxdcydcz 
+kT ^77 JJJ(CX +(s ~kTuyf + C:)(cy -kTuy)h exp [-c2 - c2 - c2z ] dcxdcydc2
+A ^777 JJJ(c,2 + (s - kTu y )2 + c]) (cy - kTuy )
exp[
2 2 2 ^ 
Cx+Cy+C,- j
2 2 2 c — c — cjr z ] dcxdcydcz
= ~kTUy (j + (kTUy J' j + ykj (KUy )’
+kT ^777 ifi(cx + (cy - ky\i + c2 j(cy-kTuy)h exp [-c2 - c2 - c2 ] dcdcdcz => 
qy=-777 [[f^ + Cy + Cz - | j C/ βΧΡ [~Cx ~ C\ ~ Cl ] dCxdCydc, ,
όπου έχουν αποκοπεί οι μη γραμμικοί όροι και χρησιμοποιήθηκε ο ορισμός της ταχύτητας 
(2.87). Έτσι, με χρήση των νέων κατανομών (2.83), (2.84) προκύπτει η σχέση για τη 
θερμορροή
Yxe*dcx +~ \Y2ec]dcx. (2.88)
\Ιπ J
Οι συνοριακές συνθήκες για το τοίχωμα περιγράφονται από τις σχέσεις
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θεωρίας με εφαρμογή οτη μικρορρεοσ-νοόιτναμική
Υ\ (ο, cx) = (ΐ_ α)Υ\ (ο, -cx), c > Ο (2.89)
και
Y2(0,cx) = (\-a)Y2(0,-cx), c > Ο. (2.90)
Στο άπειρο (χ->οο) η συμπεριφορά των κατανομών Y{(x,cx) και Y2(x,cx) περιγράφεται
από τις εξισώσεις εξέλιξης (2.85) και (2.86) αντίστοιχα, οπότε προκύπτουν οι συνοριακές 
συνθήκες στο άπειρο
Yl(co,cx) = uv
1 ( 2 η 2 ( 2 η— cx — Ct —





1 ( 2 Ο 2 ( 2 η— Cr + — + — <7ν cr +—2 XV 2) 15 y
χ
\ 2)
χ -» 00 .
(2.91)
(2.92)
Από την επίλυση λοιπόν των εξισώσεων (2.85) και (2.86) με τις μακροσκοπικές 
ιδιότητες να υπολογίζονται από τις (2.87) και (2.88) και με τις συνοριακές συνθήκες για το 
τοίχωμα (2.89) και (2.90) και για το άπειρο (2.91) και (2.92), θα προκόψουν οι κατανομές 
Υ{ και Υ2 και στη συνέχεια ο συντελεστής θερμικής ολίσθησης. Να τονιστεί ότι η τιμή του
συντελεστή θερμικής ολίσθησης διαφέρει ανάλογα με το κινητικό μοντέλο που 
επιλέγουμε. Όπως θα δούμε στο Κεφάλαιο 4, η απόκλιση στην τιμή του συντελεστή 
θερμικής ολίσθησης, ανάμεσα στα μοντέλα BGK και S, είναι της τάξης του 2%, ενώ η 
απόκλιση στην τιμή του συντελεστή ιξώδους ολίσθηση είναι της τάξης του 2%ο.
2.6 Πρόβλημα άλματος θερμοκρασίας
Το τρίτο βασικό πρόβλημα κινητικής θεωρίας που εξετάζεται είναι αυτό του άλματος 
της θερμοκρασίας (temperature jump problem), ενώ ο αντίστοιχος συντελεστής ζτ
ονομάζεται συντελεστής άλματος θερμοκρασίας (temperature jump coefficient) [19]. To 
πρόβλημα ορίζεται αν θεωρήσουμε ένα αέριο στο ημιάπειρο χωρίο χ'>0 (Σχήμα 2.3), 
όπου η θερμοκρασία του τοιχώματος είναι σταθερή και ίση με Τ0. Το αέριο παρουσιάζει
μονοδιάστατη κατανομή θερμοκρασίας στην κατεύθυνση χ'. Η θερμοκρασιακή κατανομή 
μακριά από το τοίχωμα είναι γραμμική και περιγράφεται από τη σχέση
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T(x') = T0 1 +
ι
- + ζτ kT χ —> οο , (2.93)
V‘0 J
όπου kT «1 η αδιάστατη σταθερά κλίσης της θερμοκρασίας. Το αέριο βρίσκεται σε
ηρεμία, χωρίς μακροσκοπική ταχύτητα και επομένως μπορούμε να πούμε ότι εξετάζουμε 
ένα μονοδιάστατο πρόβλημα μεταφοράς θερμότητας με αγωγή. Το πρόβλημα είναι 
αντίστοιχο με αυτό της θερμικής αγωγής ανάμεσα σε δύο πλάκες, όπου η δεύτερη πλάκα 
έχει μετακινηθεί στο άπειρο. Η ιδιαιτερότητα που παρουσιάζεται είναι ότι η θερμοκρασία 
του αερίου πάνω στο τοίχωμα προκύπτει από τη σχέση (2.2) και δεν είναι ίση με αυτή του 





= kT = const., u(x') = 0. (2.94)
Στο άπειρο η θερμοκρασιακή κατανομή του αερίου, έστω Tm(x') είναι
Ux') = T0(\ + ykT). (2.95)
Αν λάβουμε υπόψη ότι η πίεση παραμένει σταθερή σε όλο τον όγκο του αερίου, τότε 
σύμφωνα με την καταστατική εξίσωση Ρ = nmKTx = const, προκύπτει από την (2.95) ότι η 
αριθμητική πυκνότητα στο άπειρο είναι
”Ax') = no(l-ykT)’ (2·96)
‘ο
όπου η0 η αριθμητική πυκνότητα που αντιστοιχεί στη θερμοκρασία Τ0. Οι σχέσεις (2.95) 
και (2.96) θα χρησιμοποιηθούν στη συνέχεια κατά τη γραμμικοποίηση των εξισώσεων 
εξέλιξης καθώς θα χρησιμοποιούμε άλλοτε τις τιμές ηχ και Τχ και άλλοτε τις τιμές
αναφοράς στο τοίχωμα η0 και Τ0.
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θεωρίας με εφαρμογή στ// μικρορρενστοβυναμιχή
τ
2.6.1 Κινητικό μοντέλο BGK
Συνεχίζουμε με τη διατύπωση της εξίσωσης BGK για το πρόβλημα άλματος της 
θερμοκρασίας. Αν αναπτύξουμε το ιξώδες μ(Τ) γύρω από την τιμή μ(Τ0) και
διατηρήσουμε μόνο τους γραμμικούς όρους, τότε σύμφωνα με την εξίσωση (2.9) 
προκύπτει σε μία διάσταση έχουμε ότι
ξχγ~ = V„( r-f) = -^7Τ (/*-/), (2.97)
dx μ{Τ0)
όπου να υπενθυμίσουμε ότι Ρ0 είναι η σταθερή πίεση του αερίου και μ(Τ0) το δυναμικό
ιξώδες σε θερμοκρασία Τ0. Επίσης, η κατανομή τοπικής ισορροπίας σε σχέση με τις τιμές 
των ιδιοτήτων στο άπειρο δίνεται από τη σχέση
' ξΙ+ξ]+ξϊf _ (2 nRT)3/2 exp 2 RT (2.98)
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Η αδιαστατοποίηση του προβλήματος γίνεται εισάγοντας τα αδιάστατα μεγέθη
• I J?
x = f, y = f, u0=j2RT0, c = i-, (2.99)
lo lo υο
όπου Τ0 είναι η θερμοκρασία του στερεού τοιχώματος, ενώ 10 και υ0 είναι η μέση 
ελεύθερη διαδρομή και η πιθανότερη σωματιδιακή ταχύτητα αντίστοιχα. Σύμφωνα με τα 
παραπάνω αδιαστατοποιούνται και οι σχέσεις (2.93), (2.95) και (2.96) και καταλήγουμε 
στις νέες σχέσεις
Τ(χ) = Τ0[ΐ + (χ + ζτ)ΐετ], χ —> 00, (2.100)
Ux) = T0(l + xkT), (2.101)
«οο(x) = n0(l-xkT). (2.102)
Σημειώνεται ότι η (2.100) ισχύει καθώς χ -» οο, ενώ η (2.101) εκφράζει τη θερμοκρασία 
ισορροπίας στο άπειρο. Η εξίσωση του μοντέλου BGK αδιαστατοποιείται και γράφεται 
στη μορφή
οχ^ = Γ-ί· (2.103)
οχ
Στο σημείο αυτό εισάγουμε την συνάρτηση κατανομής Maxwell ως προς την οποία 
γραμμικοποιούνται και οι κατανομές της (2.103). Η κατανομή αυτή αναφέρεται στις 





( Ε- 2 A—c — C — Cχ y s
TJT0 J
(2.104)
Με τον τρόπο που ορίστηκε η συνάρτηση απόλυτης ισορροπίας (2.104), η 
γραμμικοποίηση της κατανομής τοπικής ισορροπίας σύμφωνα με τη σχέση (2.16) θα 
οδηγήσει στο ανάπτυγμα
Γ=Γ 1-
n - « Τ-ΤΟΟ 00 f c1
T/Tn 2ΟΟ V Μ ' 0
(2.105)
Τέλος, στην περίπτωση του προβλήματος άλματος της θερμοκρασίας, οι διαταραχές γύρω 
από την απόλυτη κατανομή Maxwell περιγράφονται από τη σχέση
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Ιούλιος 2005 'Δνπλω}ΚΧΊΐΚ.ή Εργασία: Επίλυση κλασσικήν προβλημάτων κινητικής
θεωρίας με εφαρμογή στη μικ,ρορρενστοδνναμΐκή
f = fm[\ + kTh{x,c)], |A(jc,c)«1|, (2.106)
όπου h η νέα άγνωστη συνάρτηση κατανομής. Στη συνέχεια χρειάζεται να 
αντικαταστήσουμε τις γραμμικές σχέσεις (2.105) και (2.106) στην εξίσωση εξέλιξης 
(2.103), οπότε θα προκόψει
5/“ Oh
c*—+cA/ — = /οχ οχ
« - «_ Τ -Τ___________CO_ _|_____________ 00 { °2 31 , ,1-kTh
{TJT0 2J 1 (2.107)
Η παραπάνω σχέση χρειάζεται περαιτέρω μαθηματική επεξεργασία. Καταρχήν είναι 






ί "2 3 V1TJT0 2JJ
Εάν, σύμφωνα με τις σχέσεις (2.101) και (2.102), οι όροι n0/nm και Τ0 /Tm αναπτυχθούν 
σε αθροίσματα όρων τότε για \xkT\«1 προκύπτουν οι σχέσεις
«ο _ 1
η 1 - xk·,
Τ-1 η
• — 1 + xkj + (xkj)” +... = 1 + xkj ,
1 + xk..
• = 1 - xkT + (xkT)2 -... = 1 - xkT .
Αντικαθιστώντας τα παραπάνω αποτελέσματα στην έκφραση (2.107) προκύπτει ότι
, dh , η - η Τ -Τ 
c kT-----kTh =-------- — Η-------- -
ox «„ Τ
ί °2 3] r lr1 tjt0 2J LxKT
1 1 
-+- f c1
η„/ηη TJZ Τ/Τη 200' •‘ο V·1® ' Χ0 “ J





ί C' 3] r k  ^
1
1=
? f c2 31
[tJt0 2J LxKT T00 [tJt0 2J
dh ( 3^
cxkT — + kTh = pkT (l + xkT) + rkT (l - xkT) c2 (l - xkT )- —
“CA -(l + xkT) + (1 - xkT)| c2 (1 - xkT ) - —
και αν αποκοπούν οι όροι τάξης Ο (λ2) καταλήγουμε στην εξίσωση εξέλιξης για το 
πρόβλημα του θερμοκρασιακού άλματος
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θεωρίας με εφαρμογή οτη μΐκρορρευοτοόνναμική
dh ,






C — — C C — —
V 2J X < 2)
(2.108)









Στο σημείο αυτό είναι χρήσιμο να προκύψει μια σχέση που συνδέει μεταξύ τους τις 
διακυμάνσεις ρ και τ . Ξεκινώντας από την καταστατική εξίσωση των αερίων Ρ = ηΚΤ 
και προσθαφαιρώντας όρους προκύπτουν οι σχέσεις 
Ρ = ηΚΤ ->Ρ = (η-ηα,)ΚΤ + ηα0ΚΤ —>
P = {n-nm)K(T-T„) + n„K(T-Tai) + n„KTm+(n-n„)KTco-> 
Ρ-Ρ„={η-η„)Κ{Τ-Τ„) + η„Κ{Τ-Τ„) + {η-η„)ΚΤκ^
Ρ-Ρ„ η-η Τ -Τ 'η'
\ηο J
τ-τ* , ί τ \1CC
\Τ0 J
--------— = pkjTkj + rkT (1 - xkr) + pkT (l + xkT),
Po
όπου το γινόμενο ρτ είναι μεγαλύτερης τάξης από τους άλλους δύο όρους. Τελικά 
διατηρώντας όρους μικρότερης τάξης από 0(kκαταλήγουμε στη γραμμική 
καταστατική εξίσωση
------ = Ρ = τ + ρ. (2.111)
kP ΛΤ1 ο
Να υπενθυμίσουμε ότι ισχύει (Ρα = /),), γιατί η πίεση παραμένει σταθερή σε όλο τον όγκο 
του αερίου. Στη συνέχεια γίνεται προβολή των σωματιδιακών ταχυτήτων cy και cz στην 
ταχύτητα cx. Στην περίπτωση του προβλήματος άλματος της θερμοκρασίας με το μοντέλο 
BGK πρέπει να χρησιμοποιηθούν δύο νέες συναρτήσεις κατανομής
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θεωρίας με εφαρμογή στ?/ μικρορρειητιοδυναμΐκή
Y\(x>cx) = — jjh(x,cx,cy,cz)exp(-c)l2-c])dcydc2
και
Y2{x,cx) = -\\{cy2 +c]-\)h{x,cx,cy,cz)^vi.-Cy -c])dcydc2,
(2.112)
(2.113)
έτσι ώστε να προκύψουν οι αναγκαίες σχέσεις υπολογισμού των δύο μακροσκοπικών 
ιδιοτήτων που σε αυτή την περίπτωση είναι η διακύμανση της αριθμητικής πυκνότητας ρ 
και της θερμοκρασίας τ . Επομένως χρειάζεται να δράσουμε στην εξίσωση (2.108) με τους
τελεστές — jT(*)exp(-c2-c])dc dc2 και — Jf(*)(c 2 +c2 -l)exp(-c2-c])dcydcz. To νέο
ζεύγος εξισώσεων που προκύπτουν και περιγράφουν το πρόβλημα άλματος της 
θερμοκρασίας είναι
5^ V? \α*-Γ1 + ΥλχΕχ) = Ρ + τ 
οχ
f 2 n r 2 3^
Cr — — c C —X
V 2; X XV 2)
και
δΥ




Επίσης, ξεκινώντας από τους ορισμούς των μακροσκοπικών ποσοτήτων καταλήγουμε στις 
σχέσεις των διακυμάνσεων με τις νέες κατανομές yj(x,cx) και Y2(x,cx). Αρχικά για την 
αριθμητική πυκνότητα ισχύει
n(x)= jjj>£ = JJJ/“ [1 + kTh(x,c)]dt= Jff/”# + kT j]J/”/?(x,ο)άξ =
= n«+-Jn iffy / — A h(x*c) exP
* (V^)
2 2 2 c +c +cx y z
T ITioo ' *0
dcxdcydc2
και αν ορίσουμιε μια νέα αδιάστατη ταχύτητα c'-
θερμοκρασιών 7ξ, Τ0 τότε προκύπτει 
η-n 1
JUt0
, ως προς το λόγο των
kTnm π3/2
jjj/2(x,c')exp(-c'2-c'/-c'2)dc\ dc\ dc'
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kTn0 \n~J
p{\ + xkT) = -^ϊϊ jjj/i(x,c)exp(-c2 -cy2-c])dcxdcydcz
P = ~~55 \\\Κχ’c) expK - cy - c\) dcxdcydcz
όπου έχουμε διατηρήσει μόνο τους όρους μηδενικής τάξης ως προς kT. Επομένως η 
διακύμανση της αριθμητικής πυκνότητας στον όγκο του αερίου περιγράφεται σε σχέση με 
την κατανομή Υ{ (χ, cx) από την έκφραση
Ρ = ~7= \Y\e~c]dcx\/π
(2.116)
Η συσχέτιση της διακύμανσης της θερμοκρασίας με τις κατανομές Y{(x,cx) και Y2(x,cx) 
είναι κάπως πολυπλοκότερη. Ξεκινώντας από τον ορισμό (2.7) της θερμοκρασίας έχουμε









και αν χρησιμοποιήσουμε πάλι την αδιάστατη ταχύτητα c' = , τότε
Τ(χ) = 2^4 Jj ftp'll+*r*]«Ρ45c'pcpdc\ dc·, dc·, =
3 «π-
= +.2"~Γ~ |||A:7.c2/zexp[-c^ -cy - c] ] dcxdcydcz.
n 3 ηπ
Σε αυτό το σημείο χρησιμοποιούμε το ανάπτυγμα Taylor
1 1 , J
και επομένως σύμφωνα με τον ορισμό της διακύμανσης ρ προκύπτει η σχέση 
na/n = l-kTp. Αντικαθιστώντας αυτό το ανάπτυγμα στη σχέση της θερμοκρασίας 
προκύπτει ότι
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Γ-Γ. _ 1 ρργΤ 2
krT π312 JJJl 3
(  ιJJJ -c2 -1 h(x, c) exp [-c2 - c2 - c2] dcdcydcz
r (1 - xkT) = —jjji c2 -1 h(x, c) exp [-c2 - c2 - c2 ] dcxdcydcz
\
π"~ ·'*'*' V 3 j
καν διατηρώντας μόνο τους όρους μηδενικής τάξης ως προς kT καταλήγουμε




{— ^ j]|jc2 - 2 J *(jc, c) exp [ -c2 - c2 - c2z ] JcvJcz dcx ->
f J/Γc* + c/ + c2  -! -1 /?(x, c) exp [-c2 - c2 - c2 ] <fc/cx dcx.
Χρησιμοποιώντας τελικά τους ορισμούς (2.112) και (2.113) για τις συναρτήσεις 
κατανομής προκύπτει και η σχέση της διακύμανσης της θερμοκρασίας που 
χρησιμοποιείται κατά την επίλυση
r = 2 Η „ J 2 1Λc„ —
3^[π
γ + γ
12'1\ le °1 dc„. (2.117)
Αναφορικά με το συντελεστή άλματος της θερμοκρασίας χρειάζεται μια επιπλέον 
μαθηματική επεξεργασία. Σύμφωνα με τις σχέσεις (2.100) και (2.101) για την κατανομή 
θερμοκρασίας καθώς χ -» οο ισχύει ότι
λ(χ) — Γ0[ΐ + (χ + ζγ) kj —> — — 1 + xkj + ζ-j-kj,
ενω στο άπειρο
TL(x) = T0(l + xkr) 1 + xL·
Τ Τ
-> — = “ + ζτΚ ■
*0 ^ ο





όπου η άγνωστη θερμοκρασία Τ = lim Τ(χ). Παρατηρώντας τη σχέση (2.110) της
λ:->οο ν 7
διακύμανσης της θερμοκρασίας, γίνεται σαφές ότι για τον συντελεστή ζτ ισχύει ότι
τ{οο) = ζτ. (2,118)
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Όπως καν στα προηγούμενα προβλήματα, ο άγνωστος συντελεστής συνδέεται με μια 
μακρο-ιδιότητα στο άπειρο. Αν επιστρέφουμε στις εξισώσεις εξέλιξης του προβλήματος 
άλματος που περιγράφονται από τις σχέσεις (2.114) και (2.115), τότε για τις οριακές




^Κ^) = ρ(οο) + τ(οο)
( 2 η
(




X -> 00 (2.119)
και
Y2(<x>,cx) = t(co)-cx, χ-»οο. (2.120)
Σύμφωνα με τη σχετική βιβλιογραφία [19] η οριακή συνθήκη που περιγράφει τη 
συμπεριφορά της συνάρτησης κατανομής h στο τοίχωμα για το πρόβλημα του 
θερμοκρασιακού άλματος είναι 




I j \cxh{0, -Cx, Cy, cz) exp\-c] - cy2 - c] ] dcydczdcx, (2.121)
όπου a ο συντελεστής αλληλεπίδρασης τοιχώματος - αερίου. Η οριακή συνθήκη (2.121) 
βασίζεται στην οριακή συνθήκη Maxwell και στη συνθήκη μη διείσδυσης στο τοίχωμα. 
Για να προκόψουν οι οριακές συνθήκες των κατανομών 1ζ(χ,^) και Y2(x,cx) στο
τοίχωμα, χρησιμοποιούμε τους ορισμούς (2.112) και (2.113) και επιδρώντας με τους 
αντίστοιχους τελεστές καταλήγουμε στις οριακές συνθήκες για το τοίχωμα
Y\{0,cx)= (1-α)^(0,-<Α) + 2α c^(0,-c,)exp£-c2 cx>0 (2.122)
και
Γ2(0,Ο = (1-α)Γ2(0,-Ο, cx>0. (2.123)
Τελικά, το πρόβλημα του άλματος της θερμοκρασίας περιγράφεται από το ζεύγος των μη 
ομογενών εξισώσεων (2.114) και (2.115) και από τα ολοκληρώματα (2.116) και (2.117) 
που εκφράζουν τις μακροσκοπικές ποσότητες. Για τη συστηματική επίλυση αυτών των 
εξισώσεων και τον υπολογισμό του συντελεστή άλματος (βλ. σχέση 2.118)
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χρησιμοποιούνταν οι οριακές συνθήκες (2.119) και (2.120) για το άπειρο και (2.122) και 
(2.123) για το τοίχωμα.
Οι αντίστοιχες ομογενείς εξισώσεις που περιγράφουν το πρόβλημα άλματος της 
θερμοκρασίας προκύπτουν αν εισάγουμε τις μεταβλητές
'¥](x,cx) = Yl(x,cx) + cx f , 3^ (2.124)
και
x¥2(x’cx) = Y2(x’cx) + cx (2.125)
και επομένως οι (2.114) και (2.115) μετασχηματίζονται αντίστοιχα στις ομογενείς 
εξισώσεις
3Ψ









+ Ψ2(χ,οχ) = τ.
(2.126)
(2.127)
Είναι σχετικά απλό να βρεθούν στη συνέχεια και οι σχέσεις μεταξύ των νέων κατανομών 
Ψ,(χ:,οΧ)και Ψ2(χ,οχ) και των διακυμάνσεων των μακροσκοπικών ποσοτήτων. Αρχικά,
αντικαθιστούμε τη σχέση (2.124) στη (2.116) και επομένως προκύπτει η σχέση για τη 








Αντίστοιχα, με αντικατάσταση των νέων κατανομών στη σχέση (2.117), θα προκόψει και 








c, + Ψ.-c, c’-2 c.---- B C“dc_
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Οι νέες συνοριακές συνθήκες προκύπτουν από τις αντίστοιχες για το μη ομογενές 
πρόβλημα λαμβάνοντας υπόψη τις νέες κατανομές Ψ,(χ,οχ) και y¥2(x,cx). Έτσι, για το 
τοίχωμα προκύπτουν οι σχέσεις




Ψ2(0,οΛ) = (1-α)Ψ2(0,-^) + (2-αΚ, cx>0 (2.131)
Αντίστοιχα, οι συνοριακές συνθήκες που περιγράφουν τη συμπεριφορά των κατανομών
στο άπειρο περιγραφονται απο τις εκφράσεις
Ψ,(00,^) = /7(°0) + Γ(οθ) c 2 —— X —> ΟΟ (2.132)
και
T2(°o,cJ = r(°o), χ—>οο. (2.133)
Με βάση τα παραπάνω προκύπτει ότι ο συντελεστής άλματος της θερμοκρασίας στην 
περίπτωση της ομογενούς εξίσωσης δίνεται από τη σχέση
τ(π) = ζτ. (2.134)
Συνοψίζοντας, για την επίλυση του προβλήματος άλματος της θερμοκρασίας και 
υπολογισμού του αντίστοιχου συντελεστή μπορεί να επιλυθούν οι ομογενείς εξισώσεις 
(2.126) και (2.127) με τα ολοκληρώματα (2.128) και (2.129). Βέβαια, είναι ακόμη 
απαραίτητες και οι οριακές συνθήκες (2.130) και (2.131) για το τοίχωμα και (2.132) και 
(2.133) στο άπειρο.
2.6.2 Κινητικό μοντέλο S
Τέλος, εξετάζουμε το πρόβλημα άλματος της θερμοκρασίας με το μοντέλο S. 
Ξεκινώντας από την εξίσωση (2.10), θεωρώντας τη σταθερή πίεση Ρ0 του αερίου και
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αναπτύσσοντας το ιξώδες μ(Τ) γύρω από την τιμή μ(Τ0), καταλήγουμε στη 
μονοδιάστατη εξίσωση
ιδχ' μ(Τ0) /





Είναι σαφές ότι οι μακροσκοπικές ποσότητες q' και u' έχουν συνιστώσες μόνο στην 
κατεύθυνση y'. Στη συνέχεια ακολουθούμε τις αδιαστατοποιήσεις που περιγράφονται από 




Το πρόβλημα θα γραμμικοποιηθεί γύρω από την συνάρτηση κατανομής Maxwell /" στο 
άπειρο που δίνεται από την εξίσωση (2.104). Άρα χρησιμοποιώντας τις κατανομές (2.105) 
και (2.106) προκύπτει η εξίσωση εξέλιξης
dh ,
c— + h = p + z 
δχ
(2 ί 2 5^ 4 { τC — -C, +—<iXv c —
1 2) X 1 2) 15 y y 1 2)
(2.137)
που περιγράφει το πρόβλημα άλματος της θερμοκρασίας με το μοντέλο S. Στη συνέχεια αν 
χρησιμοποιήσουμε τις κατανομές (2.112) και (2.113) και δράσουμε στην παραπάνω
J_
π
εξίσωση με τους ολοκληρωτικούς τελεστές — JJ(*) exp (-c2y-c])dcvdcz και
— Π(.)(ο; + c] -1) exp(-c(; -c\)dcydcz, αναπαράγουμε το ζεύγος των εξισώσεων (2.114)
και (2.115). ενώ οι μακροσκοπικές ποσότητες υπολογίζονται με τις ίδιες εκφράσεις όπως 
και στην προηγούμενη παράγραφό.
Επομένως, τα κινητικά μοντέλα BGK και S οδηγούν στην ίδια διατύπωση και στα ίδια 
αποτελέσματα για το πρόβλημα του θερμοκρασιακού άλματος. Το αποτέλεσμα αυτό είναι 
αναμενόμενο αφού το μοντέλο S βελτιώνει το μοντέλο BGK στην περίπτωση μη 
ισοθερμοκρασιακής ροής και όχι στην περίπτωση της θερμικής αγωγής.
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Κεφάλαιο
Αριθμητικό σχήμα
3.1 Γενική περιγραφή αριθμητικού σχήματος
Τα προβλήματα που παρουσιάστηκαν στο προηγούμενο κεφάλαιο επιλύονται 
αναλυτικά και αριθμητικά. Η αναλυτική επίλυση είναι εφικτή σε μονοδιάστατα γραμμικά 
προβλήματα, ενώ αντίθετα η αριθμητική προσέγγιση είναι γενική και εφαρμόζεται σε 
γραμμικά και μη γραμμικά προβλήματα, σε μία ή περισσότερες διαστάσεις παρέχοντας τις 
περισσότερες φορές αξιόπιστα αποτελέσματα. Το σύστημα των διαφορικών­
ολοκληρωτικών εξισώσεων έχει τη γενική μορφή
Df + f = F(0) 
και
Φ = Ιί
όπου / είναι η άγνωστη συνάρτηση κατανομής, D είναι ένας διαφορικός τελεστής 
πρώτης τάξης, φ είναι το διάνυσμα των μακροσκοπικών ποσοτήτων (αριθμητική 
πυκνότητα, ταχύτητα, θερμοκρασία, θερμορροή κλπ.), F είναι ένα συναρτησιακό σε 
σχέση με το διάνυσμα των ροπών και I είναι ένα διάνυσμα ολοκληρωτικών τελεστών που 
δρα στην κατανομή /. Η αριθμητική επίλυση του συστήματος προϋποθέτει 
διακριτοποίηση στο χώρο των σωματιδιακών ταχυτήτων, διακριτοποίηση στο φυσικό 
χώρο, υπολογισμό των ολοκληρωμάτων με αριθμητική ολοκλήρωση και τέλος επίλυση 
των διακριτοποιημένων εξισώσεων με επαναληπτική διαδικασία. Αυτή η μεθοδολογία 
επίλυσης είναι γνωστή σαν μέθοδος των διακριτών ταχυτήτων αν και η ονομασία της 
παραπέμπει μόνο στη διακριτοποίηση στο χώρο των σωματιδιακών ταχυτήτων.
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Στο κεφάλαιο αυτό θα αναφερθούμε σε όλες τις λεπτομέρειες της μεθόδου των 
διακριτών ταχυτήτων, ξεκινώντας από την περιγραφή της επαναληπτικής διαδικασίας, 
επεξηγώντας στη συνέχεια της διακριτοποίηση στο φασικό χώρο (πεδίο μικροσκοπικών 
ταχυτήτων και φυσικός χώρος) και τέλος παρουσιάζοντας τα χαρακτηριστικά της 
αριθμητικής ολοκλήρωσης. Να σημειωθεί ότι εκτός από την επίλυση των προβλημάτων 
που έχουν διατυπωθεί στο Κεφάλαιο 2, μας ενδιαφέρει γενικότερα η εφαρμογή της 
μεθόδου των διακριτών ταχυτήτων σε ημιάπειρα χωρία.
3.1.1 Επαναληπτική διαδικασία
Η επαναληπτική διαδικασία περιγράφεται εξίσου καλά έχοντας σα βάση το συνεχές ή 
το διακριτοποιημένο σύστημα. Για το λόγο αυτό είναι προτιμότερο να χρησιμοποιήσουμε 
τις εξισώσεις στη συνεχή τους μορφή και να γράψουμε το παραπάνω σύστημα στη μορφή
DfiM/2)+ f(M/2) =Ρ(φ(Ι)) 
και
φ(Ι+1) _ Jf 0+1/2)
όπου οι δείκτες (/), (/ +1/2) και (/ + 1) σχετίζονται με τις επαναλήψεις. Πιο
συγκεκριμένα τα βήματα του επαναληπτικού χάρτη επίλυσης έχουν ως εξής:
1. Γίνεται μια υπόθεση για τις κατανομές των μακροσκοπικών ποσοτήτων.
2. Επιλύονται οι εξισώσεις εξέλιξης ώστε να προκύψουν οι ζητούμενες συναρτήσεις 
κατανομής των σωματιδίων.
3. Με τις κατανομές που έχουν προκύψει, υπολογίζονται οι νέες τιμές για τις 
μακροσκοπικές ποσότητες.
4. Αντικατάσταση των νέων μακροσκοπικών τιμών στις εξισώσεις εξέλιξης και 
επιστροφή στο βήμα 2.
Η παραπάνω διαδικασία συνεχίζεται μέχρι να ικανοποιηθεί το κριτήριο σύγκλισης που 
έχει τεθεί. Η αρχική επιλογή μπορεί να βασίζεται στην μακροσκοπική λύση όταν αυτή 
είναι γνωστή. Στο λογικό διάγραμμα (Σχήμα 3.1) παρουσιάζεται και γραφικά η διαδικασία 
επαναληπτικής επίλυσης που αναλύσαμε. Να σημειωθεί ότι έχουν αναπτυχθεί διάφορα
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σχήματα επιτάχυνσης της μεθοδολογίας των διακριτών ταχυτήτων βελτιώνοντας 
σημαντικά τον ρυθμό σύγκλισης.
Σχήμα 3.1 : Διάγραμμα ροής αριθμητικού σχήματος
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3.1.2 Διακριτοποίηση στο φασικό χώρο
Χωρίς να παραβιάζεται η γενικότητα της μεθόδου, κατά την ανάλυση της διαδικασίας 
που ακολουθούμε θεωρούμε την κατανομή Υ(χ,μ). Οι ανεξάρτητες μεταβλητές είναι η
διάσταση xe[0,co) και οι σωματιδιακές ταχύτητες μ e (-οο,+οο). Είναι σαφές ότι η
διακριτοποίηση χρειάζεται να γίνει τόσο στο φυσικό χώρο της διεύθυνσης χ, όσο και στο 
πεδίο των σωματιδιακών ταχυτήτων. Το υπολογιστικό χωρίο που επιλέγουμε στη 
διεύθυνση x έχει όρια στο χ = 0 και χ = 2010, όπου 10 είναι η μέση ελεύθερη διαδρομή
των σωματιδίων. Το μήκος που εξετάζουμε λοιπόν είναι 20 μέσες ελεύθερες διαδρομές. 
Θεωρούμε ότι μετά από 20 μέσες ελεύθερες διαδρομές έχει αποκατασταθεί η 
θερμοδυναμική ισορροπία και η λύση είναι γνωστή με βάση την κατανομή ισορροπίας 
Maxwell. Η υπόθεση αυτή αποδεικνύεται και υπολογιστικά. Διακριτοποιούμε το φυσικό 
χώρο έστω σε Ν διακριτά διαστήματα στο μήκος x e [θ,2θ/0], (Σχήμα 3.2). Ορίζουμε τα 
μέσα του κάθε διαστήματος με χ., ΐ = 1,2,...,Ν. Επομένως, τα άκρα κάθε διαστήματος 
ορίζονται με χί±1,2, i = 1,2,...,Ν. Στη συνέχεια γίνεται η διακριτοποίηση στο χώρο των 
μικροσκοπικών ταχυτήτων επιλέγοντας μια ομάδα διακριτών ταχυτήτων μη, m = Ι,.,.,Μ . 
Άρα, η συνεχής συνάρτηση Υ(χ,μ) γράφεται στη διακριτή μορφή Υ(χ,, μπι) = Yj m.
Η διακριτοποίηση στο φυσικό χώρο γίνεται σύμφωνα με το αριθμητικό σχήμα 
«diamond-difference», το οποίο είναι δεύτερης τάξης. Η εξίσωση διακριτοποιείται στο 
μέσο του κάθε διαστήματος ϊ (Σχήμα 3.2). Χρειάζεται λοιπόν να συσχετίσουμε τους 
όρους των εξισώσεων ανάμεσα στο κεντρικό και στα δύο ακραία σημεία κάθε 
διαστήματος ί. Ξεκινάμε αναπτύσσοντας τις ποσότητες ΥΜ/2 m και Τ_1/2 m γύρω από την
τιμή Yjm με τη χρήση του αναπτύγματος Taylor:
Δχ2 d2Y Δχ3 δ3Υ 
+----------- +--------- -
4 δχ2 . 8 δχ3
/ = 1,...,7V (3.1)
και
Δχ97 Δχ3 δ3Τ
2 δχ ,. m 4 δχ2 . 8 δχ3
i = N,..., 1. (3.2)
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i = l (3.3)
(3.4)
Οι εκφράσεις πεπερασμένων διαφορών (3.3) και (3.4), έχουν ακρίβεια τάξης 0(Δχ2), ενώ 
για παράδειγμα ένα ανάντη σχήμα πεπερασμένων διαφορών της μορφής 
Υ -Υ




Είναι πάγια τακτική η επίλυση της Υ m σε κάθε επανάληψη να γίνεται με ένα ρητό
σχήμα που να βασίζεται στο διαδοχικό υπολογισμό των άγνωστων ποσοτήτων κινούμενοι 
κατά μήκος των δύο χαρακτηριστικών του προβλήματος. Δηλαδή έχοντας γνώση της 
κατανομής λ|/2 m για μη > 0, ξεκινούμε από το αριστερό όριο χ = 0 (ΐ = 1/2) και
κινούμαστε (παρελαύνουμε) προς τα δεξιά υπολογίζοντας διαδοχικά όλες τις υπόλοιπες 
κατανομές Υ(χημΜ), //m>0 μέχρι το δεξιό όριο x = 20/0 {i-N + l/l). Στη συνέχεια,
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έχοντας γνωστή την κατανομή Υ(χν+1/2, μ,„), μ,„ < 0, ξεκινούμε από το δεξιό όριο και 
κινούμαστε (παρελαύνουμε) προς τα αριστερά, υπολογίζοντας διαδοχικά όλες τις τιμές 
των κατανομών Y(xi,μηι), μη <0, μέχρι το αριστερό όριο. Τελικά, για λόγους συντομίας 
και καλύτερης κατανόησης επιλέγουμε τους συμβολισμούς
γ(χι>Μ*) = Υι*, 7ια Mm>0 (3·5)
και
γ<Λ > ~/0 Ξ Yi,-m Υια X < 0 ■ (3 ·6)
Η διακριτοποίηση στο πεδίο των σωματιδιακών ταχυτήτων ολοκληρώνει και τη 
διαδικασία διακριτοποίησης των σχετικών προβλημάτων του κεφαλαίου 2. Να 
επισημάνουμε ότι στην περίπτωση των διδιάστατων προβλημάτων η διακριτοποίηση στο 
πεδίο των ταχυτήτων γίνεται με συνδυασμούς ανά δύο των θετικών και αρνητικών 
ταχυτήτων πολλαπλασιάζοντας το υπολογιστικό φορτίο.
3.1.3 Αριθμητική ολοκλήρωση
Αναφορικά με την επιλογή των τιμών διακριτοποίησης, θεωρητικά είναι δυνατό να 
επιλεγούν τυχαίες τιμές από το συνεχές φάσμα //e (-οο,+αο) των σωματιδιακών
ταχυτήτων. Αυτό όμως δυσχεραίνει τον ακριβή υπολογισμό των τιμών των 
μακροσκοπικών ιδιοτήτων. Να υπενθυμίσουμε ότι γενικά οι μακρο-ιδιότητες 
υπολογίζονται ολοκληρώνοντας τη συνάρτηση κατανομής ως προς τη μικροσκοπική 
ταχύτητα. Για το λόγο αυτό, κάνουμε μια προσεκτική επιλογή των διακριτών ταχυτήτων
που διευκολύνει την αριθμητική ολοκλήρωση. Τα ολοκληρώματα που χρειαζόμαστε είναι
+00
της μορφής J Ρ{μ)άμ , όπου μ οι σωματιδιακές ταχύτητες. Για λόγους που σχετίζονται
—00
με την αριθμητική μέθοδο των διακριτών ταχυτήτων, απαιτείται ο μετασχηματισμός των
+00
ολοκληρωμάτων στο πεδίο Στη γενική περίπτωση του υπολογισμού των
ο
+00
μακρο-ιδιοτήτων, αναφερόμαστε σε ολοκληρώματα της μορφής ίμ’Υ{χ,μ)β μ dμ , όπου
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ανάλογα με την ποσότητα που υπολογίζουμε b = 0,2. Επομένως, με βάση τα παραπάνω, 
επεξεργαζόμαστε τα ολοκληρώματα ως εξής:
Τα ολοκληρώματα της σχέσης (3.7) υπολογίζονται αριθμητικά χρησιμοποιώντας 
κάποιο σχήμα αριθμητικής ολοκλήρωσης τύπου Gauss. Να υπενθυμίσουμε ότι η βασική 
ιδέα της ολοκλήρωσης τύπου Gauss είναι η προσέγγιση της τιμής του ολοκληρώματος από 
το γραμμικό συνδυασμό των τιμών της ολοκληρωτέας ποσότητας υπολογισμένης σε 
συγκεκριμένα σημεία σύμφωνα με τη σχέση
όπου wm οι συναρτήσεις βαρύτητας του σχήματος και μιη οι ρίζες κάποιου πολυωνύμου. 
Αντίστοιχα τα ολοκληρώματα (3.7) προσεγγίζονται με αναπτύγματα της μορφής
Η παραπάνω εξίσωση είναι η γενική σχέση ολοκλήρωσης για τις μακροσκοπικές 
ποσότητες όπου ϊ = 1,...,Ν και m = 1,..., Μ . Στο τέλος του κεφαλαίου θα σχολιασθεί και 
η επιλογή των διακριτών ταχυτήτων και των συντελεστών βαρύτητας που 
χρησιμοποιούνται κατά την επίλυση.
3.2 Διακριτοποίηση προβλήματος ιξώδους ολίσθησης ταχύτητας
3.2.1 Μοντέλο BGK
Η μιη ομογενής εξίσωση εξέλιξης (2.32) που περιγράφει το πρόβλημα ιξώδους 
ολίσθησης ταχύτητας με το μοντέλο BGK προσεγγίζεται στον κόμβο (ι',/μ) :
+00
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όπου ον δείκτες ί καν m αναφέρονταν στον φυσνκό χώρο καν στο χώρο των 
μνκροσκοπνκών ταχυτήτων αντίστονχα. Χρησνμοπονώντας τνς σχέσενς πεπερασμένων 
δναφορών (3.3) καν (3.4) προκύπτενη δνακρντοπονημένη εξίσωση πεπερασμένων δναφορών
/λ
V -V
1 t+l/2,m J i~\/2,r,
Η ‘+ 2(^+1/2.™ + ii-l/2,m)~ 2 (Μ>Ί/+,/2 + Ι/-1/2 ) ί ,Ν , Μ Ι,.,.,Μ .
(3.10)
Η παραπάνω σχέση χρενάζεταν να επνλυθεί σε κάθε κόμβο του χωρνκού πλέγματος γνα 
κάθε μία δνακρντοπονημένη σωματνδνακή ταχύτητα. Λαμβάνοντας υπόψη ότν γνωρίζουμε 
τνς συνθήκες εκπομπής των σωματνδίων στους ορνακούς κόμβους, επνλύουμε την (3.10) 
γνα τνς δύο δναφορετνκές κατευθύνσενς των σωματνδνακών ταχυτήτων. Έτσν, γνα τνς θετνκές 
σωματνδνακές ταχύτητες μΜ > 0 νσχύεν
Η 2 1 i+l/2,m Η 2






\u\ +u\ )-\ y li+l/2 y li—1/2 / H 1 +
H
2 Pm ' ^ 1+1/2
i- 1,...,N , m = Ι,.,.,Μ . (3.11)










-1/2 ν Η 2 
Λ
i+\/2-r , +
Η \ν Η (_ | — | )
wj 2|^pu + 2/ 1 +
Η
2kiy
/ = Α,.,.,1, w = Ι,.,.,Μ . (3.12) 
Παρατηρούμε ότν χρησνμοπονώντας την απόλυτη τνμή |//m| των σωματνδνακών ταχυτήτων
καταλήγουμε σε μία παρόμονα σχέση υπολογνσμού με την (3.11).
Με παρόμονο τρόπο δνακρντοπονείταν καν η σχέση (2.33) υπολογνσμού της 
μακροσκοπνκής ταχύτητας. Όπως έχεν αναφερθεί, σε αυτή την περίπτωση προβάλουμε το
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ολοκλήρωμα στο πεδίο των θετικών ταχυτήτων και στη συνέχεια ολοκληρώνουμε 
αριθμητικά. Τελικά
j Μ
Wv|/+l/2 — I— ^M/2,-m ] Wm ’ ' = 0,...,iV , (3.13)tl/2 4π m-\
όπου τα μη και wm είναι οι ρίζες και οι αντίστοιχοι συντελεστές βαρύτητας του σχήματος 
ολοκλήρωσης Gauss. Η διακριτοποιημένη οριακή συνθήκη στο τοίχωμα είναι
(314)
Ενώ η διακριτοποιημένη οριακή συνθήκη στο άπειρο περιγράφεται από τη σχέση
μη <0^N+\/2,-m ~ Uy JV+1/2
ή (3.15)
W-m="vL/2+kl> ^>°·
Να υπενθυμίσουμε ότι για τον υπολογισμό του συντελεστή ολίσθησης χρησιμοποιούμε τη 
σχέση (2.34) στη διακριτοποιημένη της μορφή
Τελικά, για να υπολογίσουμε την κατανομή Yim στους χωρικούς κόμβους ΐ = 1 ,.,.,Ν για
τις σωματιδιακές ταχύτητες m = 1,..., Μ , χρειάζεται να επιλυθούν για κάθε διαφορετική 
σωματιδιακή ταχύτητα οι εξισώσεις (3.11) και (3.12) με οριακές συνθήκες τις (3.14) και 
(3.15). Τα αποτελέσματα θα αντικατασταθούν στη συνέχεια στη σχέση (3.13) ώστε να 
προκύψει η νέα τιμή της κατανομής της μακροσκοπικής ταχύτητας που χρησιμοποιείται εκ 
νέου στις (3.11) και (3.12). Ο προγραμματισμός γίνεται σε γλώσσα FORTRAN και ο 
πηγαίος κώδικας παρουσιάζεται στο Παράρτημα 1.
Στην περίπτωση των ομογενών εξισώσεων η διαδικασία επίλυσης είναι αντίστοιχη. 
Θεωρώντας, σύμφωνα με τη σχέση (2.37), τη μεταβλητή Ψ(> = Yl m + //m, διακριτοποιείται
η ομογενής εξίσωση εξέλιξης (2.38) σε Μ ταχύτητες στο πεδίο των ταχυτήτων και σε Ν 
χωρικούς κόμβους στο πεδίο του χώρου ως εξής:
δΨ
ΟΧ :
+ Ψ, >1/ ί = Ι,.,.,Ν , m = 1 ,.,.,Μ (3.17)
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Στη συνέχεια, εφαρμόζοντας τις (3.3) και (3.4) προκύπτει η εξίσωση πεπερασμένων 
διαφορών που περιγράφει το ομογενές πρόβλημα




Ακολουθώντας την προηγούμενη ανάλυση βρίσκουμε ότι για μΜ>0
Ψ Η'+1/2,ι






U\ +Wv.>Ί'4-ι/? y /-1/22μΜ V y 1/+1/2
ί rr V 
\+-Η





ψ'+1/2,-„ +-----γΙμ.Ι . +«..2 u \ ·ν Ι/+1/2 y 1/ 1/2/ m
1 + - //
2kiy
i = m = Ι,.,.,Μ . (3.20)
Η μακροσκοπική ταχύτητα δίνεται από το άθροισμα
ι Μ
+ '•W-H · '■ = 0.....Λί, (3.21)
' V 7ΐ m=\
όπου τα μηι και wm είναι οι ρίζες και οι αντίστοιχοι συντελεστές βαρύτητας του σχήματος 
ολοκλήρωσης Gauss. Η οριακή συνθήκη στο τοίχωμα (ϊ = 1/2), περιγράφεται από τη 
σχέση
(1-«)Ψ1/2,-„+(2-αΚ. (3.22)
Η οριακή συνθήκη στον οριακό κόμβο i = Ν+ 1/2
Ψν+,/,-Μ=«1+1/2· (3-23)
Τέλος, ο υπολογισμός του συντελεστή ολίσθησης συνδέεται με την μακροσκοπική 
ταχύτητα μέσω της σχέσης
u = σ .-ν Ι//+1/2 ρ (3.24)
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Για τον υπολογισμό λοιπόν της κατανομής Ψίη και του συντελεστή σρ χρειάζεται η
επίλυση των (3.19) και (3.20) χρησιμοποιώντας το άθροισμα (3.21) για τη μακροσκοπική 
ταχύτητα, καθώς και τις οριακές συνθήκες (3.22) στο ί = 1/2 και (3.23) στο ί-Ν + 1/2.
3.2.2 Μοντέλο S
Η διακριτοποίηση του ζεύγους των εξισώσεων (2.42) και (2.43) που περιγράφουν το 






+ Yi.m =Uy\~ Εη,+—<1γ\ΐ[{μη,) ~ t ~ h-, Ν , ΙΠ 1 ,.,.,Μ
δχ
f - ρ+ C + ^ , m - Ι,.,.,Μ ,
(3.25)
(3.26)
όπου }((x,,//m) = Y\m και Y2(xi,Pm) = Y2i,m· Στη συνέχεια χρησιμοποιούμε τις σχέσεις





Η ^1 + + Υ'-Ψ ,m ) - Τ KL/2 + Uy
_2_
15'
2 (W'vi/+i/2 y ί/—1/2
f ί Λ
'/λ:
(^L/2+^L/2) (Pm) , i = l,...,N, m = Ι,.,.,Μ (3.27)
και
γ2 _ Y2 1si+\/2,m 1i-\/2,m 1
H + 2 (YMl2,m + Yi~\/2,m ) ^ [Uy |i+1/2 + Uy |M/2 )
-' = 1.....K, m = 1,..., M (3.28)







j;V+—ί".2/λ* Ιϊ+1/2 ·ν Ιί-1/2 /
//
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r2 +Η u\ +u„
2 μ,
, i - Ι,.,.,Ν, m = (3.29)



















, i = N,...,\, m = (3.31)




+ - 1 + H
\-l
JV 2kl.
, i = N,...,\,m = Ι,.,.,Μ (3.32)
Στη συνέχεια διακριτοποιούνται οι εκφράσεις των μακροσκοπικών ποσοτήτων οι οποίες 
είναι συναρτήσεις των κατανομών Y/m και K2m. Για την ταχύτητα και την θερμορροή 
προκύπτουν τα αθροίσματα
J Μ
Uy ί+1/2 = ~Γ Σ[^+1/2,. + ^M/2-m ]' νπ- rn=l
wm , ζ = Ο,.,.,Ν, m = Ι,.,.,Μ (3.33)
και
2 Μ
+ -τΣ[τ2» + ΐ;.!-.]».. 1 = 0.—,IV, m = 1,—,Μ (3.34) Υπ m=\
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αντίστοιχα. Το επόμενο βήμα περιλαμβάνει τη διακριτοποίηση των οριακών συνθηκών 




ενώ οι κατανομές στο άλλο άκρο του υπολογιστικού πλέγματος ΐ = Ν +1/2 κατά την 
κατεύθυνση των ταχυτήτων έχουν τις τιμές
^V+l/2,-m ~ Uy N+l/2 I*™ + 15 ^ V+1/2
Υ -Μ
1 N+\/2,-m ~ uy Ν+1/2 +kl+n^U((^-)2-2
και
1 N+\/2-m ~ uy W+l/2 + 1 5 Ν+1/2
η
? I 2 I / 2 1
YLl2,-m =«vL,/2 + kI+ JJ^L/2 [(>“<«) +2W+l/2






Επομένως, η επίλυση του προβλήματος ιξώδους ολίσθησης της ταχύτητας με το 
μοντέλο S απαιτεί τον υπολογισμό κάθε κατανομής Υ\m και Y2i m, από όπου θα προκύψει
και ο συντελεστής ιξώδους ολίσθησης σρ. Οι κατανομές υπολογίζονται σε όλους τους
χωρικούς κόμβους από τις (3.29), (3.30), (3.31) και (3.32) με οριακές συνθήκες τις (3.35),
(3.36), (3.37) και (3.38). Τελικά από τις (3.33) και (3.34) προκύπτουν και οι τιμές των 
μακρο-ιδιοτήτων που είναι αναγκαίες για να συνεχιστεί η επαναληπτική διαδικασία 
σύγκλισης. Ο πηγαίος κώδικας είναι σε γλώσσα προγραμματισμού FORTRAN και δίνεται 
στο Παράρτημα 2.
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3.3 Διακριτοποίηση προβλήματος θερμικής ολίσθησης ταχύτητας
3.3.1 Μοντέλο BGK
Προχωρούμε στην αριθμητική διατύπωση της μη ομογενούς εξίσωσης BGK (2.70) που 
περιγράφει το πρόβλημα θερμικής ολίσθησης. Ακολουθούμε την ίδια διαδικασία με το 
πρόβλημα ιξώδους ολίσθησης της ταχύτητας. Για το λόγο αυτό διατυπώνονται οι 
διακριτοποιημένες εξισώσεις χωρίς να επαναλαμβάνονται οι επεξηγήσεις. Η 




και αντικαθιστώντας τις σχέσεις (3.3) και (3.4) έχουμε
Mm
‘ί+1/2,,
Η ' 2(^+l/2,m +^-l/2,m)- 2 1+1/2 + L-l/2 ) ^ ’
/ = N. (3.40)


























i = , m = (3.41)



























1 + - H
2 M,
, i = N,...,l, m = Ι,.,.,Μ . (3.42)
m|/
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Η αριθμητική ολοκλήρωση της ταχύτητας περιγράφεται από το άθροισμα
j Μ
Uy [ =Τ"Σ[^+ Yl.-m ~\Wm > i = 0,...,N .
^ m=




Τέλος η οριακή συνθήκη για το τοίχωμα (/' = 1/2) είναι
W=a-«)W (3·45)
ενώ στον οριακό κόμβο i = Ν +1/2 η τιμή της συνάρτησης κατανομής για μ„<0 
υπολογίζεται από τη σχέση





Επιλύνοντας τις εξισώσεις για τις κατανομές (3.41) και (3.42), με χρήση των οριακών 
συνθηκών για τον κόμβο στο τοίχωμα (3.45) και τον κόμβο στο τέλος του πλέγματος 
(3.46) προκύπτουν οι τιμές της κατανομής Yj m . Κατά την επίλυση χρειάζονται και οι τιμές
της ταχύτητας (3.43) σε κάθε νέα επανάληψη, ενώ ο υπολογισμός του συντελεστή στ
στηρίζεται στη σχέση (3.44). Στο Παράρτημα 3 παρουσιάζεται ο πηγαίος κώδικας σε 
γλώσσα προγραμματισμού FORTRAN.
Στην περίπτωση του ομογενούς προβλήματος θέτουμε x¥jm=Yim+^





μ,„ dx + Ψ/ιΜ = uy , 1 = 1 m =
(3.47)
Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις πεπερασμένων διαφορών (3.3) και (3.4)
Ύ M/2,m Ύ i-\/2,m 1
Η + +Ψ<-^) 2 (W>· L+i/2 + L-'/a) ’
/ = Ι,.,.,Ν, m = Χ,.,.,Μ , (3.48) 
την οποία επιλύουμε κατά μήκος των δύο χαρακτηριστικών κατευθύνσεων. Για την 
κατεύθυνση μηι > Ο προκύπτει ότι
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+ U I ) r,+ "]Ιί+1/2 y 1/—1/2 )
1 = 1 ,.,.,Ν , m = Ι,.,.,Μ (3.49)





t(mJ + W I )
( Η Λ
ι+ ,1 ^ Ιί+1/2 ^ '1-1/2 /
ν 2\Μ<\)
s-l
ί = Ν,.,.,1, m = Ι,.,.,Μ . (3.50) 
Ο υπολογισμός της διακριτής κατανομής της μακροσκοπικής ταχύτητας γίνεται 
αριθμητικά χρησιμοποιώντας τους wm συντελεστές βαρύτητας, σύμφωνα με τη σχέση
1 Μ
u>|( = ■~τ Σ[ψ/.« + ψ!] wm , ΐ = 0,..., Ν.
\π m=\
Οι οριακές συνθήκες είναι
I ' - Ο
Ψ,/2,,=(1-«)Ψ,/2,-,+-«[(^) --
και




Συνοψίζοντας, η επίλυση των ρητών εκφράσεων (3.49) και (3.50), με τη βοήθεια της 
σχέσης (3.60) και των οριακών συνθηκών (3.61) και (3.62) οδηγεί στον υπολογισμό της 
ομογενούς διακριτής κατανομής προς τις δύο κατευθύνσεις των σωματιδιακών
ταχυτήτων. Ο συντελεστής στ στη συνέχεια υπολογίζεται σύμφωνα με τη σχέση (3.62).
3.3.2 Μοντέλο S
Η διακριτοποιημένη μορφή των εξισώσεων (2.85) και (2.86) του μοντέλου S 




Λ 2 , 
,+ϊ?*Ί
( χ 1ΛΜ i = h-,N,m = l,...,M (3.63)
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+ Υί = u„
« 2 k)2 2j+rk'
Μ'+ f = m = (3.64)
Για τους συμβολισμούς ισχύει Υι(χ/,μ„) = Υ',,„ και Υ2(χ/,μ„) = Υ2ι m . Αντικαθιστώντας τις 
εκφράσεις πεπερασμένων διαφορών (3.3) και (3.4) έχουμε ότι
μ. + {(C- + Γ,„,) = i(“,U + “,U)-Η Α„
+jj(^L/2+^L/2
ο
, ι = 1,..,,Ν, m = l,.Μ (3.65)
και
Υ,%2 ,m Yl\/2,m 1 (γ1 γ2 \ W I I \
ΤΤ 2 V i-\/2,m) 9 I ^ Ι/+1/2 y |/—1/2 /Η
+4(^U+«,»U)i("-)!-Tl. ί = Ι—,jv, m = \.....M. (3.66)
f 2 \\
15 \ ^li+l/2 ~~2 J








2Am \ -v li+l/2 1-1/2 )'
//
2Am <«■>4
+ - H (^U+^U)(^-)2“i15V V|'+1/2 1 +
H
2A,






w 77 / I I \ if f, s2 1
/-1/2,m + 2μ \ν ί+1/2 + uy 1/ i/2) 2 u + 2
+ - H
15 Am
I | 2 1) f






, i = 1,...,7V, m = Ι,.,.,Μ . (3.68)
m J
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Η_( · χί









2k|J 7 2kl· ’
(μ„ + μ„ I-\ ·ν Ι/+1/2 ^ li-1/2 /^i+l/2,-m + |(Μν |/+ι/2 ^ Ι/-1/2 / 2μΙΜ +2
15 \μη | i9y Ι/+1/2 + ^ Ιη/2 ) ^ + 2
6 Η V1 
1 + - *
V 2kl
/ = m = (3.70)






ι Α/ / ^ \ ο Μ
«4—γΣ («.) -·ϊ K. + t.]“'.+-riti.+C]»'»O = 0,...,/V (3.72)
γπ m=\\ 2J'~ J V® »=ι
αντίστοιχα. Οι οριακές συνθήκες στο τοίχωμα είναι
^=(1-fl)JV2.-
και
και στον κόμβο i = Ν +1/2.





1 6 2 Π 2
N+\/2,-m -y |ΛΓ+1/2 2
Σύμφωνα με τη σχέση (3.44) ισχύει μ
+ 15 ^ Λί+|/2








— -----  (Τη .
N+\j2 2
Επομένως, χρησιμοποιώντας της διακριτοποιημένες εξισώσεις (3.67) έως (3.70) του 
μοντέλου S είναι δυνατό να υπολογιστούν οι κατανομές Y'm και K2m, καθώς και ο
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συντελεστής θερμικής ολίσθησης σΤ. Για τη συστηματική επίλυση χρειαζόμαστε τις
(3.71) και (3.72) υπολογισμού των μακρο-ιδιοτήτων, καθώς και τις συνοριακές συνθήκες 
(3.73) έως (3.76). Ο προγραμματισμός του προβλήματος της θερμικής ολίσθησης με το 
μοντέλο S διαφέρει ελάχιστα ως προς τον προγραμματισμό του προβλήματος της 
εξίσωσης S για την ιξώδη ολίσθηση. Ωστόσο, για λόγους πληρότητας ο πηγαίος κώδικας 
σε γλώσσα προγραμματισμού FORTRAN παρατίθεται στο Παράρτημα 4.
3.4 Διακριτοποίηση προβλήματος άλματος της θερμοκρασίας
3.4.1 Μοντέλο BGK
Η διακριτοποίηση των εξισώσεων (2.114) και (2.115) που περιγράφουν το πρόβλημα 









+ Y2i,m = 4 ~Pm> i = l-,N , m = Ι,.,.,Μ ,
ί = 1 ,.,.,Ν, m = (3.77)
(3.78)
όπου Y\(xnpm) = Y'jm και Y2(xnpm) = Y2j m. Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις 
πεπερασμένων διαφορών (3.3) και (3.4) έχουμε ότι
Ρ, W.+1 +1-ί,,,,)=|(4.B+4*)
Η
+ \{τ\Μ,2 + 4-1/2 )[(Ρη, )2 - 0- Ρη, {(Pm )' ~ \ i = 1 ,.,.,Ν, m = Ι,.,.,Μ (3.79)
και
Ρ η
Υ2 - Υ2Γ+1/2,μ /·
Η
ι = 1 ,.,.,Ν, m = Ι,.,.,Μ (3.80)
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Για τις θετικές σωματιδιακές ταχύτητες μΜ > Ο, προκύπτουν οι ρητές εκφράσεις
^α- + - IΥ' Mm--\ γ·η_ +
Η 2) M,2-m { Η 2 M/2,m 2^ 1 1+1/2 + 4-1/2 )


























X/+l/2,m ^L_I Η 2 j(rL/2+rU)-







i = l,...,N, m = Ι,.,.,Μ . (3.82)
Για τις αρνητικές σωματιδιακές ταχύτητες //m < 0, προκύπτουν οι σχέσεις
I_Zk
2 //











^l/2,m+T(4+1/2 + 4-1/2 )








, i = , m = (3.83)
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και
ί ι ..Λ1 μ,




γί _ I f^m__ |












. (τ\ , +τ\ , ) + Η ί, Η 1\ Ι/+1/2 Ι/-1/2)
1 2klJ
i = , w = Ι,.,.,Μ . (3.84)
Οι μακροσκοπικές ποσότητες διακύμανσης της αριθμητικής πυκνότητας (2.116) και 




wm, /' = 0,...,7V (3.85)
και
") Μ
γ|.=-4-ς' 3λ/^γ “ί fe+37m) + fe,+J7
y /,m ι,-  j \ i,m ι,—m J1 \< w/ ^ wm , i = Ο,.,.,Ν. (3.86)
Οι διακριτοποιημένες συνοριακές συνθήκες (2.119), (2.120), (2.122) και (2.123) είναι
ί . λ\ ί „ τ\, , \ [( γ_1)_ [( ϋΛ
^V+l/2,-m — Ρ\ν+\/2 + Γ|ν+1/2 2 2
Η- -+τΝ+1/2 lvV+1/2 (/Ol“Wlf(/02-f /ύ»<0
και
^ΛΓ+Ι/2-m rjv+l/2 Γ|ν+1/2 + k I ’ ^m<(^
και
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Ιούλιος 2005' βιχλωμοανκή ‘Epymux
Επομένως, για την αριθμητική επίλυση του προβλήματος άλματος της θερμοκρασίας 
χρησιμοποιούμε τις εκφράσεις (3.81) έως (3.84) μαζί με τα αθροίσματα (3.85) και (3.86), 
καθώς και τις οριακές συνθήκες (3.87) έως (3.90).
Το πρόβλημα άλματος της θερμοκρασίας, όπως έχουμε δείξει, διατυπώνεται επίσης και 
με ομογενείς εξισώσεις. Έτσι αν χρησιμοποιήσουμε της νέες διακριτές κατανομές
ί 2








= U)2- , / = Ι,.,.,Ν , m = Ι,.,.,Μ (3.92)
δχ
■Ψ2,. =r„, i = \,...,N, m = Ι,.,.,Μ , (3.93)
όπου ισχύουν οι συμβολισμοί Ψ,Οη,/Ο = ψ1, και Ψ2(χί,μιη) = Ψ2(> . Αντικαθιστώντας 
τις σχέσεις (3.3) και (3.4) έχουμε
Ψ! ■Ψi+\/2,m 1 Μ/2,μ 1 Λ„| χτ/Ι
Η 2 V Τ >+\/2,m ' Τ i-\/2,m )
=^(H+v2+H-v5)+^(rU+rU)f(^-)2"0i=1’···’^ > (3·94)
και
Φ2 _ φ2τ i+\/2,m Ύ i-\/2,m
• m 2 V i+ty2,m / 2 1
/ = 1,...,N, m = Ι,.,.,Μ (3.95)
Για μ„>0 οι παραπάνω σχέσεις των κατανομών μετασχηματίζονται στις ρητές εκφράσεις
-Ψ 1/2, 0 = y(rL/2 + rL/2)’













, ϊ = Ι,.,.,Ν, m = Ι,.,.,Μ (3.96)
m y
και
■£/)>'· Φ 'τικ,ά ■ Χημικών3κργί\ίΤίίϊτν (Φ Ίζα ‘πίΒης ΟΓίΧίτελής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
Ιούλιος 200..) 3ιπΛάψαετικ,ή Lpyaaici ‘Εχίλνση κλχύοικών προβλημάτων κινητικής
θεωρίας με εφαρμογή onj μικρορρεοατο6υναμική
Ψ i+\/2,n
2/λ,
ψ2 + ." Χ 1-1/2 ,tr +
V /
(τ\ + τ\ ί,+ *Ί\ Ul/2 ύ—1/2 ] 1 2/2 J
\ -ι
i = l,...,N, m = Ι,.,.,Μ (3.97)











λ Η V1 
1 + - Η
2|^v
i = N,...,l, m = Ι,.,.,Μ. (3.99)
Οι οριακές συνθήκες στο τοίχωμα είναι
Μ f - 3^





Στον οριακό κόμβο ί = Ν +1/2, οι τιμές των κατανομών υπολογίζονται από τις εκφράσεις




x N+\/2-m L U+l/2 -




Τέλος, τις διακυμάνσεις των μακροσκοπικών ιδιοτήτων τις υπολογίζουμε σε καθένα από 
τους χωρικούς κόμβους σύμφωνα με τις σχέσεις
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(3.105)
και
ι = 0,.,.,Ν, m = 1,...,Μ . (3.106)
Επομένως, για την επίλυση του ομογενούς προβλήματος άλματος θερμοκρασίας 
σύμφωνα με τη μέθοδο των διακριτών ταχυτήτων χρησιμοποιούμε τις (3.96) έως (3.99). Οι 
οριακές συνθήκες που χρειαζόμαστε περιγράφονται από τις (3.100) έως (3.103), ενώ από 
τις (3.105) και (3.106) προκύπτουν οι τιμές των μακροσκοπικών ποσοτήτων. Για την τιμή 
του συντελεστή ζΤ χρησιμοποιούμε τη σχέση (3.104).
Σε αυτό το σημείο είναι σκόπιμο να επιστρέφουμε στην παρατήρηση της σχέσης 
(2.111), ότι δηλαδή το άθροισμα των διακυμάνσεων της πυκνότητας και της θερμοκρασίας
είναι ίσο με την διακύμανση της πίεσης {^Ρ = τ + ρ^. Σύμφωνα όμως με τον ορισμό του
προβλήματος άλματος της θερμοκρασίας, στο ημιάπειρο χωρίο δεν εμφανίζεται 
διακύμανσης της πυκνότητας, παρά μόνο πεδίο θερμοκρασιών. Επομένως, οι οριακές 
συνθήκες (3.87) και (3.102) αντικαθίστανται αντίστοιχα από τις σχέσεις
Η παραπάνω παρατήρηση μπορεί να διαπιστωθεί και στο Παράρτημα 5 όπου 
παρουσιάζεται ο πηγαίος κώδικας επίλυσης του μη ομογενούς προβλήματος άλματος της 
θερμοκρασίας. Το πρόγραμμα είναι γραμμένο σε γλώσσα προγραμματισμού FORTRAN. 
Ίσως χρειάζεται να επισημάνουμε ότι στα Παραρτήματα δίνονται μόνο οι κώδικες των μη 
ομογενών προβλημάτων. Τα αντίστοιχα ομογενή προβλήματα έχουν την ίδια 
προγραμματιστική δομή, ενώ διαφέρουν κάθε φορά στις εξισώσεις και τις συνοριακές 
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Η διακριτοποίηση των εξισώσεων του μοντέλου S για το πρόβλημα άλματος της 
θερμοκρασίας δεν παρουσιάζεται. Ο λόγος είναι ότι όπως αποδείξαμε στο Κεφάλαιο 2, 
Παράγραφος 2.6.2, το μοντέλο S καταλήγει σε εξισώσεις πανομοιότυπες με αυτές του 
μοντέλου BGK.
3.5 Ομάδα διακριτών ταχυτήτων
Στη τελευταία παράγραφο του κεφαλαίου θα σχολιασθεί η επιλογή των διακριτών 
σωματιδιακών ταχυτήτων. Όπως έχουμε αναφέρει η διακριτοποίηση ενός μονοδιάστατου 
προβλήματος στο πεδίο των σωματιδιακών ταχυτήτων γίνεται σε Μ διακριτές ταχύτητες. 
Στη συνέχεια οι ρητές εκφράσεις των κατανομών υπολογίζονται σε κάθε κόμβο τόσο για 
τις θετικές μ„>0 όσο και για τις αρνητικές μηι < 0 διακριτές τιμές. Η επιλογή αυτών των
τιμών πρέπει να είναι τέτοια ώστε να διευκολύνει την αριθμητική ολοκλήρωση των 
μακροσκοπικών ιδιοτήτων σύμφωνα με τη (3.8). Στα πλαίσια της παρούσας εργασίας 
χρησιμοποιείται η αριθμητική ολοκλήρωση Gauss-Hermite και η γενικευμένη 
ολοκλήρωση Gauss.
3.5.1 Αριθμητική ολοκλήρωση με τη μέθοδο Gauss-Hermite
Κατά την επίλυση των προβλημάτων μικρορρευστοδυναμικής σε πεπερασμένα χωρία 
έχουν χρησιμοποιηθεί εκτενώς τα πολυώνυμα Hermite [27] για την αριθμητική 
ολοκλήρωση των μακρο-ιδιοτήτων. Γενικά, η αριθμητική ολοκλήρωση Gauss-Hermite 
τάξης Μ της άγνωστης συνάρτησης / γίνεται σύμφωνα με τη σχέση
όπου ξα είναι οι ρίζες του πολυωνύμου Hermite τάξης Μ και wm οι αντίστοιχοι 
συντελεστές βαρύτητας. Όπως έχουμε αναφέρει ο υπολογισμός των μακρο-ιδιοτήτων 
συνδέεται με τον υπολογισμό ολοκληρωμάτων της μορφής
+00 Μ
(3.109)
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Στη μορφή που δίνεται η (3.111) δεν μπορούμε να ολοκληρώσουμε αριθμητικά 
ακολουθώντας τον κανόνα (3.109). Η ιδιομορφία αυτή όμως αίρεται σχετικά απλά αν 
αλλάξουμε τη μεταβλητή ολοκλήρωσης σύμφωνα με τη σχέση μ —» εξ. Τότε προκύπτει 
ότι
+οο +οο +οο μ
^(μ)άμ = ^Ε(βξ)εξάξ = J/r(eiyrei β~ξ άξ = ^F(ei”)ei”ei” wn (3.112)
όπου ξη είναι οι ρίζες του πολυωνύμου Hermite τάξης Μ και wm οι αντίστοιχοι 
συντελεστές βαρύτητας. Τελικά η αριθμητική ολοκλήρωση με τη μέθοδο Hermite της 
έκφρασης (3.110) γίνεται σύμφωνα με τις σχέσεις
ρ Μ r




νν Mn,W m ’ (3.116)
για i = 1,..., Ν και m = Ι,.,.,Μ . Να διευκρινίσουμε ότι ξη είναι οι ρίζες του πολυωνύμου 
Hermite Μ τάξης και w'm οι αντίστοιχοι συντελεστές βαρύτητας. Για τις τιμές τους 
μπορεί κάποιος να ανατρέξει στη σχετική βιβλιογραφία. Παρατηρούμε ότι τελικά οι 
διακριτές σωματιδιακές ταχύτητες μπι που επιλέγουμε έχουν άμεση σχέση με το σχήμα
ολοκλήρωσης. Στην παρούσα εργασία, κατά τον υπολογισμό και την επαλήθευση των 
αποτελεσμάτων χρησιμοποιήθηκαν σχήματα ολοκλήρωσης Gauss - Hermite με 32, 64 και 
128 ρίζες.
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3.5.2 Αριθμητική ολοκλήρωση με τη γενικευμένη μέθοδο Gauss
Με την εφαρμογή της γενικευμένης Gauss είναι δυνατό να προκόψουν αξιόπιστα 
αποτελέσματα χρησιμοποιώντας πολύ μικρότερο αριθμό ριζών. Σε αυτή την περίπτωση το 
πλήθος Μ των μη σωματιδιακών ταχυτήτων και των wm αναγκαίων συντελεστών
βαρύτητας που χρησιμοποιούνται στην αριθμητική ολοκλήρωση, προκύπτουν από την 
προσομοίωση της άγνωστης κατανομής με ένα πολυώνυμο της μορφής
Οι ομάδες των ριζών και των αντίστοιχων συντελεστών βαρύτητας που επιλέγουμε, 
παρουσιάζονται στους πίνακες που ακολουθούν και έχουν χρησιμοποιηθεί εκτενώς κατά 
την επίλυση των προβλημάτων της παρούσας εργασίας.
Μ
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Ιούλιος 2005 βιπΛωματική Εργασία:
Κεφάλαιο
Αριθμητικά αποτελέσματα επίλυσης προβλημάτων 
ολίσθησης της ταχύτητας και άλματος της θερμοκρασίας
4.1 Εισαγωγή
Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται τα αριθμητικά αποτελέσματα από την επίλυση των 
δύο προβλημάτων ολίσθησης της ταχύτητας και του προβλήματος άλματος της 
θερμοκρασίας. Σημειώνεται ότι τα προβλήματα αυτά θεωρούνται κλασσικά και έχουν 
επιλυθεί ημιαναλυτικά και αριθμητικά με διάφορες μεθόδους και προσεγγίσεις. Ο στόχος 
μας στα πλαίσια της παρούσας διπλωματικής είναι να επιλύσουμε αριθμητικά τα 
συγκεκριμένα προβλήματα με πηγαίους κώδικες που βασίζονται στη μέθοδο των 
διακριτών ταχυτήτων. Μας ενδιαφέρει αφενός η αξιοπιστία υπολογισμού των 
συντελεστών ολίσθησης και άλματος και των κατανομών των μακροσκοπικών ποσοτήτων 
και αφετέρου η απόκτηση εμπειρίας σχετικά με τη συμπεριφορά της μεθόδου των 
διακριτών ταχυτήτων σε ημιάπειρα χωρία. Για το λόγο αυτό η διακριτοποίηση γίνεται με 
διαφορετικό αριθμό κόμβων και μικροσκοπικών ταχυτήτων και κάθε φορά τα 
αποτελέσματα συγκρίνονται με τα αναλυτικά ώστε τελικά να προκόψει μια αξιόπιστη 
διακριτοποίηση που θα οδηγήσει σε αποτελέσματα ακρίβειας τουλάχιστο τριών ή και 
περισσότερων σημαντικών ψηφίων. Όλοι οι υπολογισμοί γίνονται με αριθμητική διπλής 
ακρίβειας θέτοντας σχετικό κριτήριο σύγκλισης της επαναληπτικής διαδικασίας <? = ΙΟ”8. 
Επίσης, το υπολογιστικό χωρίο επεκτείνεται από x = 0 μέχρι χ = 2010, όπου 10 είναι η
μέση ελεύθερη διαδρομή των σωματιδίων. Έχουμε υπολογίσει ότι σε όλες τις περιπτώσεις 
το πεδίο αυτό είναι αρκετά μεγάλο και ήδη μετά από δέκα μέσες ελεύθερες διαδρομές
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επικρατούν συνθήκες ισορροπίας. Επιπλέον σημειώνεται ότι σε όλες τις περιπτώσεις τα μη 
ομογενή δίνουν ακριβώς τα ίδια αποτελέσματα με τα αντίστοιχα ομογενή προβλήματα, 
μεθόδους. Οι σχετικοί πηγαίοι κώδικες επίλυσης σε γλώσσα προγραμματισμού 
FORTRAN παρουσιάζονται στα Παραρτήματα 1-5. Σημειώνεται ότι με Α συμβολίζουμε 
το πλήθος των χωρικών κόμβων, ενώ Μ είναι το πλήθος των σωματιδιακών ταχυτήτων. 
Τέλος να υπενθυμίσουμε ότι με τον τρόπο που αδιαστατοποιήσαμε τα προβλήματα 
ολίσθησης της ταχύτητας και άλματος της θερμοκρασίας, η απόσταση μεταξύ των 
χωρικών κόμβων εκφράζεται σε μέσες ελεύθερες διαδρομές, δεδομένου ότι ορίσαμε
X'
χ = —, όπου 10 είναι η μέση ελεύθερη διαδρομή των σωματιδίων.
4.2 Πρόβλημα ιξώδους ολίσθησης ταχύτητας
Τα αποτελέσματα από την αριθμητική επίλυση του προβλήματος ιξώδους ολίσθησης 
ταχύτητας με συντελεστή αλληλεπίδρασης τοιχώματος - αερίου, α =1 παρουσιάζονται, 
για το μοντέλο BGK, στους Πίνακες 4.1 και 4.2 και για το κινητικό μοντέλο S στον 
Πίνακα 4.3. Στους Πίνακες 4.1a και 4.1b δίνονται τα αποτελέσματα για την ταχύτητας του 
αερίου επάνω στο τοίχωμα με το μοντέλο BGK για αριθμητική ολοκλήρωση Gauss και 
Gauss-Hermite αντίστοιχα. Ο αριθμός των χωρικών κόμβων στην ολοκλήρωση Gauss 
μεταβάλλεται από Α = 20 έως Α = 100 κόμβους ενώ στην Gauss-Hermite από A = 100 
έως Α = 5000. Αντίστοιχα αποτελέσματα για τον συντελεστή ιξώδους ολίσθησης σ
παρατίθενται στους Πίνακες 4.2 (Μοντέλο BGK) και 4.3 (Μοντέλο S). Η χωρική 
διακριτοποίηση είναι από A = 20 έως A = 100 κόμβους ή από A = 100 έως A = 5000 
ανάλογα με τη μέθοδο αριθμητικής ολοκλήρωσης. Σε κάθε περίπτωση δίδονται και τα 
αντίστοιχα ημί-αναλυτικά αποτελέσματα.
Σύμφωνα με τα αποτελέσματα στους Πίνακες 4.1, 4.2 και 4.3 είναι προφανές ότι η 
ολοκλήρωση Gauss παρέχει πολύ πιο ακριβή αποτελέσματα σε σχέση με την ολοκλήρωση 
Gauss-Hermite. Παρατηρούμε ότι εφαρμόζοντας τη γενικευμένη ολοκλήρωση Gauss, τα 
αποτελέσματα συγκλίνουν γρήγορα σε πολλά σημαντικά ψηφία. Μια διακριτοποίηση από 
Μ - 8 έως Μ = 16 σωματιδιακές ταχύτητες είναι αρκετή για να έχουμε ακρίβεια 5 έως 6
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σημαντικά ψηφία. Αντίθετα, στην περίπτωση της αριθμητικής ολοκλήρωσης Gauss- 
Hermite απαιτείται ένας σχετικά μεγάλος αριθμός διακριτών ταχυτήτων, ώστε να έχουμε 
ακρίβεια 3-4 σημαντικά ψηφία. Στη συνέχεια, εξετάζοντας τη σύγκλιση σε σχέση με τον 
αριθμό των κόμβων Ν προκύπτει από τους Πίνακες 4.1a, 4.2a και 4.3a ότι χωρικά 
πλέγματα της τάξης των 100 κόμβων οδηγούν σε πολύ καλά αποτελέσματα ότι 
χρησιμοποιείται αριθμητική ολοκλήρωση Gauss. Αντίθετα, όταν χρησιμοποιείται Gauss- 
Hermite η πύκνωση του χωρικού πλέγματος είναι απαραίτητη ώστε να έχουμε 
αποτελέσματα ακρίβειας 3-4 σημαντικά ψηφία. Συγκεκριμένα, με την ολοκλήρωση 
Gauss-Hermite, περίπου 100 με 200 διακριτές ταχύτητες θα πρέπει να συνοδεύονται από 
ένα χωρικό πλέγμα της τάξης των 1000 κόμβων, ώστε να πετύχουμε ακρίβεια 4 
σημαντικών ψηφίων. Είναι λοιπόν προφανές ότι, για λόγους που είναι δύσκολο να 
τεκμηριωθούν, η ολοκλήρωση Gauss υπερτερεί σημαντικά σε σχέση με την ολοκλήρωση 
Gauss-Hermite και θα πρέπει να προτιμάται. Τα αποτελέσματα των Πίνακες 4.1, 4.2 και
4.3 αναφέρονται σε ποσότητες στο χ = 0 και χ = 20/0. Επομένως, είναι καθοριστικά ως
προς την ακρίβεια που πρέπει να αναμένουμε για ποσότητες στα όρια του προβλήματος, 
δηλαδή το τοίχωμα και για x -»<χ>.
Για να έχουμε μια πιο ολοκληρωμένη εικόνα της αριθμητικής επίλυσης εξετάζεται η 
κατανομή της μακροσκοπικής ταχύτητας και συγκρίνεται με αντίστοιχα αναλυτικά 
αποτελέσματα. Στο Γράφημα 4.1 παρουσιάζεται το σχετικό σφάλμα στη μακροσκοπική 
ταχύτητα σαν συνάρτηση της απόστασης χ από το τοίχωμα. Τα αποτελέσματα του 
σχήματος βασίζονται στην ολοκλήρωση Gauss. Το σχετικό σφάλμα για την ταχύτητα, 




όπου οι ποσότητες ΒΝ(χ) είναι οι αριθμητικές τιμές μετά τη σύγκλιση και ΒΑ(χ) οι 
αντίστοιχες αναλυτικές τιμές. Παρατηρούμε λοιπόν ότι το σφάλμα που προκύπτει στην 
μακροσκοπική ταχύτητα του αερίου παίρνει μεγαλύτερες τιμές κοντά στο τοίχωμα από ότι 
επάνω και μακριά από το τοίχωμα. Συγκεκριμένα, οι μεγαλύτερες αποκλίσεις από τις 
αναλυτικές τιμές είναι κατά μήκος της πρώτης ελεύθερης διαδρομής. Παρατηρούμε επίσης
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ότι το σφάλμα ελαττώνεται σταθερά, καθώς αυξάνεται ο αριθμός των χωρικών κόμβων 
Ν. Επομένως ένα προσαρμοζόμενο υπολογιστικό πλέγμα θα οδηγούσε σε πολύ καλά 
αποτελέσματα. Τελικά συμπεραίνουμε ότι το αριθμητικό σχήμα με = 1000 χωρικούς 
κόμβους και ολοκλήρωση Gauss με Μ - 8 ρίζες παρέχει ακριβή αποτελέσματα 4-5 
σημαντικών ψηφίων, τόσο για την κατανομή της μακροσκοπικής ταχύτητα όσο και για τον 
συντελεστή ιξώδους ολίσθησης. Αυτό είναι και το σχήμα διακριτοποίησης που τελικά 
επιλέγουμε για την επίλυση του προβλήματος ιξώδους ολίσθησης.
Στον Πίνακα 4.4 παρουσιάζονται οι τιμές της κατανομής της μακροσκοπικής 
ταχύτητας που έχουν προκύψει από την επίλυση του κινητικού μοντέλου BGK, ενώ 
παρατίθενται και τα αναλυτικά αποτελέσματα προς σύγκριση. Στο Γράφημα 4.2a 
απεικονίζεται η κατανομή της μακροσκοπικής ταχύτητας σε σχέση με την απόσταση x 
από το τοίχωμα. Η κατανομή μακριά από το τοίχωμα είναι γραμμική, ενώ ιδιαίτερο 
ενδιαφέρον παρουσιάζει η συμπεριφορά του αερίου στην περιοχή της στοιβάδας Knudsen 
που παρουσιάζεται στο Γράφημα 4.2b σαν λεπτομέρεια της κατανομής κοντά στο 
τοίχωμα. Επίσης, είναι δυνατό να ορισθεί το πάχος LKn της στοιβάδας Knudsen, σε 
αναλογία με το πάχος του οριακού στρώματος στην κλασσική ρευστό μηχανική. Επομένως, 
σαν εύρος στοιβάδας Knudsen ορίζεται το πάχος έτσι ώστε έξω από αυτό η οριακή τιμή 
των μακροσκοπικών ποσοτήτων να μεταβάλλεται λιγότερο από 1%. Με βάση τον ορισμό 
αυτό, προκύπτει ότι
Μ3·6/ο) = 0 99007549. (4.2)
«,(20/0)
Επομένως, μιπορούμε να θεωρήσουμε ότι στο πρόβλημα ιξώδους ολίσθησης το πάχος του 
στρώματος Knudsen ισούται με LKn =3.610.
Η επίλυση του προβλήματος έχει γίνει και για τιμές του συντελεστή αλληλεπίδρασης 
διαφορετικές από την μονάδα. Στον Πίνακα 4.5 παρατίθενται τα σχετικά αποτελέσματα 
για διάφορα a < 1, ενώ παρουσιάζονται προς σύγκριση και τα αντίστοιχα ημί-αναλυτικά 
αποτελέσματα. Βλέπουμε ότι ο συντελεστής σρ αυξάνει σημαντικά καθώς ελαττώνεται το 
α.
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Για πρακτικούς λόγους στη σχετική βιβλιογραφία δίδονται εκφράσεις παρεμβολής, 
ώστε να υπολογίζεται το σρ για διάφορα a, χωρίς να απαιτείται κάθε φορά η επίλυση του 
προβλήματος ιξώδους ολίσθησης. Ο πλέον γνωστός τύπος δίνεται από τη σχέση
σρ{α) = £^[σρ{\)-0Α2η(ΐ-α)], (4.3)
όπου σρ{\) είναι ο συντελεστής ιξώδους ολίσθησης για α = 1. Τα αποτελέσματα που
βασίζονται στη σχέση (4.3) δίδονται στη τελευταία στήλη του Πίνακα 4.5. Συγκρίνοντας 
τα αποτελέσματα αυτά με αυτά που προκύπτουν από την λεπτομερή επίλυση του 
προβλήματος προκύπτει ότι η έκφραση (4.3) είναι αξιόπιστη.
Πίνακας 4.1a





20 0,7071058 0,7066526 0,7035620
40 0,7071058 0,7071057 0,7070839
60 0,7071057 0,7071057 0,7071057
80 0,7071057 0,7071057 0,7071057
100 0,7071057 0,7071057 0,7071057
Πίνακας 4.1b
Πρόβλημα ιξώδους ολίσθησης ταχύτητας: Ταχύτητα στο τοίχωμα (BGK, αναλυτική λύση 0,7071068)
Αριθμός
κόμβων
Ολοκλήρωση Gauss - Hermite
32 64 128
100 0,7071058 0,7066526 0,7035620
500 0,7071058 0,7071057 0,7070839
1000 0,7071057 0,7071057 0,7071057
5000 0,7071057 0,7071057 0,7071057
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'Διχλωμίχτιπή Epymria:
Πίνακας 4.2a





20 1,016421 1,002021 0,905912
40 1,016421 1,016170 1,015480
60 1,016420 1,016170 1,016158
80 1,016420 1,016170 1,016158
100 1,016420 1,016170 1,016157
Πίνακας 4.2b
Πρόβλημα ιξώδους ολίσθησης ταχύτητας: Συντελεστής σ ( BGK, αναλυτική λύση: 1,016191)
Αριθμός
κόμβων
Ολοκλήρωση Gauss - Hermite
32 64 128
100 0,792443 1,000558 1,009888
500 0,794254 1,006383 1,015822
1000 0,794254 1,006482 1,016009
5000 0,794254 1,006483 1,016068
Πίνακας 4.3a





20 1,018597 1,004848 0,912190
40 1,018597 1,018350 1,017688
60 1,018596 1,018349 1,018338
80 1,018596 1,018349 1,018338
100 1,018596 1,018349 1,018338
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3Μ-λωμοπική Εργασία:
Πίνακας 4.3b
Πρόβλημα ιξώδους ολίσθησης ταχύτητας: Συντελεστής σρ ( S, αναλυτική λύση: 1,018372)
Αριθμός Ολοκλήρωση Gauss - Hermite
κόμβων 32 64 128
100 0,794152 1,002918 1,012282
500 0,795900 1,008541 1,018011
1000 0,795900 1,008636 1,018191
5000 0,795900 1,008637 1,018248
Πίνακας 4.4
Πρόβλημα ιξώδους ολίσθησης:
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Γράφημα 4.2a. Πρόβλημα ιξώδους ολίσθησης: Κατανομή ταχύτητας με BGK (Μ = 8,Ν = 1000).
Γράφημα 4.2b. Πρόβλημα ιξώδους ολίσθησης: Λεπτομέρεια κατανομής ταχύτητας με BGK,
(Μ = 8,Λ = 1000).
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Πίνακας 4.5
Πρόβλημα ιξώδους ολίσθησης:
Συντελεστής σρ για διαφορετικές τιμές του συντελεστή a
(BGK, ολοκλήρωση Gauss, Μ = 8, Ν = 1000)
a











4.3 Πρόβλημα θερμικής ολίσθησης ταχύτητας
Η παράθεση των αποτελεσμάτων από την αριθμητική επίλυση του προβλήματος 
θερμικής ολίσθησης ακολουθεί παρόμοια δομή με αυτή της προηγουμένης παραγράφου. Ο 
συντελεστής αλληλεπίδρασης τοιχώματος - αερίου λαμβάνεται a = 1, στους Πίνακες 4.6,
4.7 και 4.8. Οι Πίνακες 4.6a και 4.6b αναφέρονται στην τιμή της μακροσκοπικής 
ταχύτητας στο τοίχωμα με το μοντέλο BGK για αριθμητική ολοκλήρωση Gauss και 
Gauss-Hermite αντίστοιχα. Στον Πίνακα 4.6a η διακριτοποίηση στο φυσικό χώρο είναι 
από Ν - 20 έως Ν = 100 κόμβους και στον Πίνακα 4.6b από Ν = 100 έως Ν = 5000. Οι 
Πίνακες 4.7a και 4.7b αναφέρονται στον συντελεστή θερμικής ολίσθησης με το μοντέλο 
BGK. Τα αποτελέσματα στον Πίνακα 4.7a είναι με αριθμητικό σχήμα ολοκλήρωσης 
Gauss και εύρος χωρικών κόμβων από Ν = 20 έως 7V = 100, ενώ στον Πίνακα 4.7b είναι 
με αριθμητικό σχήμα ολοκλήρωσης Gauss-Hermite και αριθμό χωρικών κόμβων από
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Ν = 100 έως Ν = 5000. Στους Πίνακες 4.8a και 4.8b παρουσιάζονται οι τιμές για τον 
συντελεστή στ με το μοντέλο S και αριθμητική ολοκλήρωση Gauss ή Gauss-Hermite 
αντίστοιχα. Στον Πίνακα 4.8a ο αριθμός των χωρικών κόμβων μεταβάλλεται από Ν = 20 
έως 7V = 100, ενώ στον Πίνακα 4.8b από Ν = 100 έως Ν = 5000.
Παρατηρώντας τους Πίνακες 4.6 έως και 4.8, συμπεραίνουμε ότι η ολοκλήρωση 
Gauss-Hermite μειονεκτεί σημαντικά σε σχέση με τη γενικευμένη ολοκλήρωση Gauss. 
Συγκεκριμένα, από τους Πίνακες 4.6b, 4.7b και 4.8b προκύπτει πως είναι απαραίτητοι 
τουλάχιστο 1000 χωρικοί κόμβοι και περισσότερες από 100 διακριτές ταχύτητες για να 
προκύψουν με το σχήμα ολοκλήρωσης Gauss-Hermite αποτελέσματα με ακρίβεια 
τεσσάρων σημαντικών ψηφίων. Αντίθετα η ολοκλήρωση τύπου Gauss παρέχει πιο ακριβή 
αποτελέσματα, αφού ένα αριθμητικό σχήμα με Μ = 8 έως Μ = 16 σωματιδιακές 
ταχύτητες δίνει ακρίβεια 5 έως 6 σημαντικά ψηφία τόσο για το συντελεστή ολίσθησης, 
όσο και για την ολίσθηση της ταχύτητας στο τοίχωμα. Επομένως η αριθμητική 
συμπεριφορά της υπολογιστικής μεθόδου είναι αντίστοιχη με αυτή του προβλήματος της 
ιξώδους ολίσθησης.
Στο Γράφημα 4.3 απεικονίζεται το σχετικό σφάλμα της μακροσκοπικής ταχύτητας σε 
σχέση με την απόσταση χ από το τοίχωμα για διαφορετικές διακριτοποιήσεις στο φασικό 
χώρο. Ο ορισμός του σχετικού σφάλματος είναι αυτός της σχέσης (4.1). Παρατηρούμε ότι 
οι μεγαλύτερες αποκλίσεις από τις αναλυτικές τιμές εμφανίζονται κατά μήκος της πρώτης 
ελεύθερης διαδρομής, αλλά το σχετικό σφάλμα μειώνεται αν αυξηθεί ο αριθμός των 
χωρικών κόμβων Ν. Τελικά επιλέγουμε το σχήμα διακριτοποίησης με A = 1000 
χωρικούς κόμβους και αριθμητική ολοκλήρωση Gauss με Μ = 8 ρίζες σαν το σχήμα 
επίλυσης. Όλα τα αποτελέσματα που παρουσιάζονται στη συνέχεια αναφέρονται σε αυτή 
τη διακριτοποίηση. Συγκεκριμένα, στον Πίνακα 4.9 παρατίθενται οι αριθμητικές τιμές της 
μακροσκοπικής ταχύτητας και συγκρίνονται με αναλυτικές τιμές που υπάρχουν στη 
βιβλιογραφία. Το συμπέρασμα είναι ότι η ακρίβεια των αποτελεσμάτων είναι 
ικανοποιητική και υπάρχει ταύτιση αποτελεσμάτων στο 4 σημαντικό ψηφίο. Στο Γράφημα
4.4 παριστάνεται η μορφή της κατανομής της μακροσκοπικής ταχύτητας σε απόσταση χ 
από το τοίχωμα που αντιστοιχεί σε μέσες ελεύθερες διαδρομές. Στο συγκεκριμένο
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γράφημα εμφανίζεται και το στρώμα Knudsen που αναπτύσσεται στην περιοχή του 
στερεού τοιχώματος.
Όπως έχουμε ορίσει νωρίτερα, έξω από την περιοχή του στοιβάδας Knudsen η 
ταχύτητα μεταβάλλεται λιγότερο από 1% σε σχέση με την οριακή της τιμή. Επομένως αν 
χρησιμοποιήσουμε τις τιμές για την κατανομή της ταχύτητας από την αριθμητική επίλυση 
προκύπτει η σχέση 
u(6L)
- ° = 0,99050026. (4.4)
Μν(20/0)
Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι το πάχος του στρώματος Knudsen σε μονάδες μέσων 
ελεύθερων διαδρομών είναι ίσο με LKn = 6/0. Το πάχος αυτό είναι μεγαλύτερο από το
αντίστοιχο στο πρόβλημα ιξώδους ολίσθησης.
Η επίλυση του προβλήματος έχει γίνει και για τιμές του συντελεστή αλληλεπίδρασης 
διαφορετικές από την μονάδα. Στον Πίνακα 4.10 παρατίθενται τα σχετικά αποτελέσματα 
για διάφορα a < 1, με το μοντέλο BGK και αριθμητική ολοκλήρωση τύπου Gauss 
(Ν = 1000, Μ = 8). Βλέπουμε ότι ο συντελεστής σΤ αυξάνει σημαντικά καθώς
ελαττώνεται το α. Έχει πρακτική σημασία να εξάγουμε έναν τύπο υπολογισμού του 
συντελεστή ολίσθησης σε σχέση με την παράμετρο αλληλεπίδρασης τοιχώματος - αερίου. 
Στη βιβλιογραφία προτείνεται ο τύπος
1.5 +0.7986α
στ(α) = · (4.5)
όπου για οποιαδήποτε τιμή του συντελεστή α προκύπτει και η αντίστοιχη τιμή του 
συντελεστή θερμικής ολίσθησης, χωρίς να είναι απαραίτητη η επίλυση των κινητικών 
εξισώσεων. Η τρίτη στήλη του Πίνακα 4.10 αναφέρεται στην εφαρμογή της σχέσης (4.5). 
Παρατηρούμε ότι τα αποτελέσματα που παρέχει η (4.5) σε σχέση με τα αριθμητικά είναι 
πολύ καλή και προφανώς η σχέση παρεμβολής (4.5) μπορεί να χρησιμοποιηθεί σε 
πρακτικούς υπολογισμούς.
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Πίνακας 4.6a
Πρόβλημα θερμικής ολίσθησης: Ταχύτητα στο τοίχωμα (BGK, αναλυτική λύση: 0,1092779)
Αριθμός Ολοκλήρωση Gauss
κόμβων 4 8 16
20 0,1093687 0,1090377 0,1074384
40 0,1093687 0,1092808 0,1092653
60 0,1093686 0,1092808 0,1092765
80 0,1093686 0,1092808 0,1092765
100 0,1093686 0,1092808 0,1092765
Πίνακας 4.6b
Πρόβλημα θερμικής ολίσθησης: Ταχύτητα στο τοίχωμα (BGK, αναλυτική λύση: 0,1092779)
Αριθμός Ολοκλήρωση Gauss - Hermite
κόμβων 32 64 128
100 0,0997863 0,1088132 0,1091721
500 0,0998132 0,1089080 0,1092689
1000 0,0998132 0,1089096 0,1092719
5000 0,0998132 0,1089096 0,1092729
Πίνακας 4.7a





20 0,7665047 0,7510433 0,6518486
40 0,7664985 0,7662280 0,7655121
60 0,7664965 0,7662263 0,7662138
80 0,7664959 0,7662257 0,7662133
100 0,7664956 0,7662254 0,7662131
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Πίνακας 4.7b
Πρόβλημα θερμικής ολίσθησης: Συντελεστής στ (BGK, αναλυτική λύση: 0,7663225)
Αριθμός
κόμβων
Ολοκλήρωση Gauss - Hermite
32 64 128
100 0,4681555 0,7482969 0,7598196
500 0,4699868 0,7542182 0,7658524
1000 0,4699868 0,7543180 0,7660418
5000 0,4699868 0,7543192 0,7661019
Πίνακας 4.8a





20 1,174967224 1,159752555 Ι,ι04776597
40 1,174940803 1,174543421 1,173785271
60 1,174937213 1,1745402 1,1745220
80 1,174935945 1,1745390 1,1745210
100 1,174935356 1,1745385 1,1745204
Πίνακας 4.8b
Πρόβλημα θερμικής ολίσθησης: Συντελεστής στ (S, αναλυτική λύση: 1,1747244)
Αριθμός Ολοκλήρωση Gauss - Hermite
κόμβων 32 64 128
100 0,7227783 1,1495666 1,1671773
500 0,7248548 1,1563269 1,1740666
1000 0,7248549 1,1564410 1,1742830
5000 0,7248549 1,1564423 1,1743517
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Πίνακας 4.9
Πρόβλημα θερμικής ολίσθησης:
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Ιούλιος 2005 'Δνπλωμοετική ίEpymrioc
Γράφημα 4.5: Πρόβλημα θερμικής ολίσθησης: Κατανομή ταχύτητας με BGK
(Μ = 8,Ν = 1000).
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Πίνακας 4.10
Πρόβλημα ιξώδους ολίσθησης:
Συντελεστής σΤ για διαφορετικές τιμές του συντελεστή a
















4.4 Πρόβλημα άλματος θερμοκρασίας
Στη παράγραφο αυτή παρουσιάζονται τα αποτελέσματα από την αριθμητική επίλυση 
του προβλήματος άλματος θερμοκρασίας. Να υπενθυμίσουμε ότι για το πρόβλημα 
άλματος της θερμοκρασίας οι μακροσκοπικές ποσότητες που προκύπτουν είναι οι 
διακυμάνσεις πυκνότητας και θερμοκρασίας. Στους Πίνακες 4.11, 4.12 και 4.13 
παρουσιάζονται αποτελέσματα με συντελεστή αλληλεπίδρασης a = 1. Στους Πίνακες 
4.11a και 4.11b παρουσιάζονται οι τιμές της θερμοκρασίας στο τοίχωμα για το μοντέλο 
BGK, με αριθμητική ολοκλήρωση τύπου Gauss και Gauss-Hermite αντίστοιχα. Στον 
Πίνακα 4.11a η διακριτοποίηση είναι από Ν = 20 έως 2V = 100, ενώ στον Πίνακα 4.11b 
από Α = 100 έως Ν = 5000. Αντίστοιχα στους Πίνακές 4.12a και 4.12b παρουσιάζονται 
οι τιμές της πυκνότητας στο τοίχωμα Στον Πίνακα 4.13a παρατίθενται τα αποτελέσματα 
για τον συντελεστή άλματος της θερμοκρασίας με το μοντέλο BGK και ολοκλήρωση 
τύπου Gauss με Ν = 20 έως A = 100 κόμβους. Τα αριθμητικά αποτελέσματα για τον
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Ι::Οι:ίλοση κλ,Ύϋοικώί> προβλημάτων κινητικής 
•>ph\o με εφαρμογή στη μικρίφρευστοδοναμΐκή
συντελεστή άλματος της θερμοκρασίας με την κινητική εξίσωση BGK με αριθμητική 
ολοκλήρωση τύπου Gauss-Hermite και 7V = 100 έως A = 5000 δίνονται στον Πίνακα 
4.13b.
Το γενικό συμπέρασμα είναι ότι η ολοκλήρωση τύπου Gauss συμπεριφέρεται 
καλύτερα από την αντίστοιχη Gauss-Hermite, κατά την επίλυση του προβλήματος 
άλματος της θερμοκρασίας. Από τους Πίνακες 4.1 lb, 4.12b και 4.13b διαπιστώνεται ότι αν 
χρησιμοποιηθούν ρίζες Gauss-Hermite καταλήγουμε σε μεγάλη απόκλιση των 
αποτελεσμάτων από τις αντίστοιχες αναλυτικές τιμές ακόμη και αν πυκνώσει αρκετά το 
χωρικό πλέγμα. Συγκεκριμένα, απαιτούνται περισσότεροι από Ν = 1000 κόμβοι και 
Μ = 100 έως Μ = 200 διακριτές ταχύτητες για ακρίβεια τριών σημαντικών ψηφίων. 
Αντίθετα, με ολοκλήρωση τύπου Gauss, ο απαραίτητος αριθμός των χωρικών κόμβων για 
να προκύψουν αξιόπιστα αποτελέσματα είναι πολύ μικρότερος. Όπως παρατηρούμε στους 
Πίνακες 4.11a, 4.12a και 4.13a τα αποτελέσματα με τη χρήση των 8 ή 16 ριζών 
καταλήγουν σε αποτελέσματα που έχουν ακρίβεια 5 ή 6 σημαντικά ψηφία σε σχέση με τις 
αναλυτικές λύσεις.
Στα Γραφήματα 4.6 και 4.7 παρουσιάζονται τα σχετικά σφάλματα των κατανομών 
πυκνότητας και θερμοκρασίας αντίστοιχα σαν συνάρτηση της απόστασης χ από το 
τοίχωμα σε σχέση με τις αναλυτικές λύσεις. Να υπενθυμίσουμε ότι με τον τρόπο που 
αδιαστατοποιήθηκαν οι μεταβλητές ο άξονας των τεταγμένων αναφέρεται σε μέσες 
ελεύθερες διαδρομές. Φαίνεται λοιπόν ότι όσο αυξάνεται ο αριθμός των χωρικών κόμβων 
και πυκνώνει το χωρικό πλέγμα τα αποτελέσματα βελτιώνονται σταθερά. Είναι 
χαρακτηριστικό ότι τα σφάλματα εμφανίζονται στην περιοχή κοντά στο τοίχωμα όπου 
αναπτύσσεται και το στρώμα Knudsen. Τελικά επιλέγουμε το σχήμα διακριτοποίησης με 
Ν = 1000 χωρικούς κόμβους και αριθμητική ολοκλήρωση τύπου Gauss με Μ - 8. Αυτή η 
διακριτοποίηση προσφέρει αξιόπιστα αποτελέσματα σε 4-5 σημαντικά ψηφία τόσο για τις 
τιμές των μακρο-ιδιοτήτων όσο και για την τιμή του συντελεστή άλματος της 
θερμοκρασίας.
Οι Πίνακες 4.14 και 4.15 παρουσιάζουν τις τιμές των διακυμάνσεων της θερμοκρασίας 
και της πυκνότητας για το πρόβλημα άλματος της θερμοκρασίας. Η σύγκριση γίνεται με 
τις αναλυτικές τιμές της σχετικής βιβλιογραφίας [22], Τα αποτελέσματα συμφωνούν
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'Επίλυση κλασσικών προβλημάτων κινητικής
θεωρίας με εφαρμογή οτη μικρορρενοτοδυναμική
Ιούλιος 2005 διπλωματική1Εργασία:
τουλάχιστο σε τρία σημαντικά ψηφία. Στο Γράφημα 4.8a παρουσιάζεται η κατανομή της 
θερμοκρασίας στο χώρο, ενώ στο Γράφημα 4.8a απεικονίζεται η λεπτομέρεια κοντά στο 
τοίχωμα.
Είναι σαφές από τα Γραφήματα 4.8a και 4.8b ότι κοντά στο τοίχωμα εμφανίζεται το 
στρώμα Knudsen. Μπορούμε να ορίσουμε ότι εκτός του στρώματος Knudsen η 
θερμοκρασίας μεταβάλλεται λιγότερο από 1% σε σχέση με την τιμή της στο όριο του 




Συμπεραίνουμε ότι στο πρόβλημα άλματος της θερμοκρασίας το πάχος του στρώματος 
Knudsen σε μονάδες μέσων ελεύθερων διαδρομών είναι ίσο με LKn=5l0. Τέλος, στο
Πίνακας 4.16 δίδονται οι τιμές του συντελεστή άλματος για διαφορετικές τιμές του 
συντελεστή αλληλεπίδρασης τοιχώματος - αερίου.
Ολοκληρώνοντας το κεφάλαιο των αριθμητικών αποτελεσμάτων, στον Πίνακας 4.17, 
δίδονται οι τιμές των συντελεστών ολίσθησης και άλματος που έχουν προκύψει με την 
επίλυση των κινητικών εξισώσεων, για συντελεστή αλληλεπίδρασης a = 1. Στη 
βιβλιογραφία έχουν επιλυθεί τα σχετικά προβλήματα χρησιμοποιώντας τη 
γραμμικοποιημένη εξίσωση Boltzmann (BE) χωρίς κάποιο κινητικό μοντέλο και τα 
αποτελέσματα για τους αντίστοιχους συντελεστές παρατίθενται στην τρίτη γραμμή του 
Πίνακα 4.17. Τέλος, οι σχέσεις που χρησιμοποίησε ο Maxwell [11] για τον υπολογισμό 






στ = 0,75 , (4.8)
και
Α 2 - α 4η γ 
ζτ~ α (χ + ΐ)Ρτ ’
(4.9)
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Ιούλιος 2005 'Διπλωματική Εργασία: Εχίλ ναη κλασσικών προβλημάτων κινητικής
θεωρίας με εφαρμογή οτη μικρορρενστούνναμική
όπου γ = — ο λόγος των ειδικών θερμοχωρητικοτήτων σε σταθερή πίεση C και σε
Cy
σταθερό όγκο Cv. Επίσης, Pr = — C είναι ο αριθμός Prandtl, όπου μ είναι το δυναμικό
κ
ιξώδες και κ η θερμική αγωγιμότητα του αεριού. Οι τιμές που προκύπτουν από τις 
παραπάνω σχέσεις για ιδανικό αέριο (Pr = 2/3 και γ = 5/3) και a = 1 παρατίθενται στην
τελευταία σειρά του Πίνακα 4.17. Να σημειώσουμε ότι για να προσαρμοστούν τα 
αποτελέσματα της παρούσας εργασίας για τους συντελεστές θερμικής ολίσθησης και 
άλματος θερμοκρασίας με το μοντέλο BGK χρειάζεται να πολλαπλασιαστούν με 3/2 .
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(tJcLX ναιι κλαασικών προβλημάτων κινητικής
θεωρίας με εφαρμογή στ// μικρορρεούτοάοναμικη
Ιούλιος 2005 βιπλωμαπική1Epymria:
Πίνακας 4.11a
Πρόβλημα άλματος θερμοκρασίας: Θερμοκρασία στο τοίχωμα (BGK, αναλυτική λύση: 0,853515)
Αριθμός Ολοκλήρωση Gauss
κόμβων 4 8 16
20 0,853497 0,852993 0,849322
40 0,853497 0,853507 0,853482
60 0,853497 0,853507 0,853508
80 0,853497 0,853507 0,853507
100 0,853497 0,853507 0,853507
Πίνακας 4.11b
Πρόβλημα άλματος θερμοκρασίας: Θερμοκρασία στο τοίχωμα (BGK, αναλυτική λύση: 0,853515)
Αριθμός Ολοκλήρωση Gauss - Hermite
κόμβων 32 64 128
100 0,824964 0,852289 0,853263
500 0,825021 0,852511 0,853490
1000 0,825021 0,852515 0,853497
5000 0,825021 0,852515 0,853499
Πίνακας 4.12a
Πρόβλημα άλματος θερμοκρασίας: Πυκνότητα στο τοίχωμα (BGK, αναλυτική λύση: - 0,955009)
Αριθμός Ολοκλήρωση Gauss
κόμβων 4 8 16
20 -0,954799 -0,954073 -0,947627
40 -0,954799 -0,954970 -0,954936
60 -0,954799 -0,954970 -0,954980
80 -0,954799 -0,954970 -0,954980
100 -0,954799 -0,954970 -0,954980
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Ιούλιος 2005 SmXa^uxrvKfj Εργασία: ‘Εχϊλοαη κλαοοικών προβλημάτων κινητικής
θεωρίας με. εφαρμογή οτη μΐκρορρεοστοδσναμική
Πίνακας 4.12b
Πρόβλημα άλματος θερμοκρασίας: Πυκνότητα στο τοίχωμα (BGK, αναλυτική λύση: - 0,955009)
Αριθμός
κόμβων
Ολοκλήρωση Gauss - Hermite
32 64 128
100 -0,594033 -0,937590 -0,954404
500 -0,593957 -0,937956 -0,954807
1000 -0,593957 -0,937962 -0,954819
5000 -0,593957 -0,937962 -0,954823
Πίνακας 4.13a
Πρόβλημα άλματος θερμοκρασίας: Συντελεστής ζΤ (BGK, αναλυτική λύση: 1,302716)
Αριθμός Ολοκλήρωση Gauss
κόμβων 4 8 16
20 1,303050 1,288904 1,191787
40 1,303050 1,302546 1,301863
60 1,303049 1,302543 1,302527
80 1,303049 1,302543 1,302526
100 1,303049 1,302542 1,302525
Πίνακας 4.13b
Πρόβλημα άλματος θερμοκρασίας: Συντελεστής ζτ (BGK, αναλυτική λύση: 1,302716)
Αριθμός Ολοκλήρωση Gauss - Hermite
κόμβων 32 64 128
100 1,010967 1,286494 1,296182
500 1,012730 1,292397 1,302195
1000 1,012730 1,292497 1,302384
5000 1,012730 1,292498 1,302444
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Ιούλιος 200. 'ίίπΛωμιχ'ΐικ εργασία ϊΟΐίλΐ'ση κλοωοικών προβλημάτων κινητικής 
θεωρίας με εφαρμογή οτη μίκρορρεοσιοδοναμική
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Ιούλιος 2005 3ί>ΐΛωμχη%:ή ‘Εργασία •Επίλυση κλασσικώνxpofiXiflt&rarv κινητικής 
θεωρίας με εφαρμογή στη μνκρορρευστοδυναμική
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Ιούλιος 2005 ίΙιχΛωμαπική ‘Εργασία EjiL\tkrrj κλασσικών προβλημάτων κινητικής
θεωρίας με εφαρμογή στη μικρορρευσωδιηαμΐκή
Πίνακας 4.14
Πρόβλημα άλματος θερμοκρασίας:




























•Έργ, ΦοοΊκών ά(. Χημικών Άκργ&ιηών ■]()()■■ ‘ΊζαπίδηςίΙΪ'ΰατεΛής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
Ιούλιος 005 'ίιπλωμκτικ,ή Epyn&wc 'Επίλυση κλασσικών προβλψιχιατν κινητικής
θεωρίας με εφαρμογή <γπ/ μικρορρεοστούιπ·αμική
Πίνακας 4.15
Πρόβλημα άλματος θερμοκρασίας:
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Ιούλιος 2005 'Διπλωματική \Εργασία {Εχϊλοση κλασσικών προβλημάτων κινητικής
θεωρίας με εφαρμογή στη μικρορρευστοβυναμική
Τιμή διακύμανσης θερμοκρασίας
Γράφημα 4.8a: Πρόβλημα άλματος θερμοκρασίας: Κατανομή θερμοκρασίας με BGK
(Μ = 8,Ν = 1000).
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Ιούλιος 2005 ϊΟΐίΛυση κλαοσικιόν προβλι/ράτων κινητικής 
θεωρίας με εφαρμογή στη μιχρορρεροτοδυναμική
3 mX ωμοοτνκή 'Εργασία:
Γράφημα 4.8b: Πρόβλημα άλματος θερμοκρασίας: Λεπτομέρεια κατανομής 
θερμοκρασίας με BGK (Μ = &,Ν = 1000)
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Ιούλιος 2005 !:1ιοτΛωμα:πκή Εργασία Έχίλοση κλαοιηχάν προβλιμιάτατν κινητικής
θεωρίας με εφαρμογή οτη μικρορρεοσΊΌδυναμική
Πίνακας 4.16
Πρόβλημα άλματος θερμοκρασίας 
Συντελεστής ζτ για διαφορετικές τιμές του συντελεστή a

















BGK 1,016170 1,149338 1,953807
S 1,018338 1,174520 1,953807
BE [15] 0,987400 1,018000 1,889200
Maxwell [11] 0,886200 0,750000 1,662000
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‘tj[L\ ί'ση κλασσικά<1 προβλημάτων κινη τικής
θεωρίας με. εφαρμογή οτη μικρορρεούτοδιπ αμική
Ιούλιος 2005 'Δνπλωμοπική Εργασία.
Κεφάλαιο
Διατύπωση προβλήματος 
ροής μέσα από σχισμή
5.1 Εισαγωγή
Το πρόβλημα της ροής διαμέσου σχισμής παρουσιάζει έντονο πρακτικό ενδιαφέρον. 
Τέτοιου είδους ροές εμφανίζονται στην τεχνολογία κενού, σε εφαρμογές μικρορροϊκών 
διατάξεωη και στην αεροδιαστημική τεχνολογία. Επιπλέον, έχει μελετηθεί και από καθαρά 
επιστημονική σκοπιά γιατί προσφέρει τη δυνατότητα να ελεγχθούν οι υποθέσεις, τα 
μοντέλα και οι υπολογιστικές μέθοδοι που αφορούν τις ενδομοριακές αλληλεπιδράσεις
[14]·
Η ακριβής διατύπωση του προβλήματος θεωρεί δυο δοχεία άπειρου όγκου τα οποία 
χωρίζονται από τοίχωμα απειροστού πάχους. Το τοίχωμα φέρει σχισμή τετραγωνικής 
διατομής (slit) που ενώνει τα δύο δοχεία (Σχήμα 5.1). Οι συνθήκες στο δοχείο / 
θεωρούνται συνθήκες αναφοράς. Η πίεση στο δοχείο / είναι Ρ0 και η θερμοκρασία είναι
Τ0. Η πίεση στο δεύτερο δοχείο είναι Ρ0 + ΔΡ. Στα πλαίσια της παρούσας εργασίας 
θεωρούμε ότι το πρόβλημα είναι ισοθερμοκρασιακό, δηλαδή και τα δύο δοχεία βρίσκονται 
σε θερμοκρασία Τ0. Επίσης, η ροή είναι γενικά διδιάστατη και δεν εξαρτάται από την 
τρίτη διεύθυνση z , ενώ στο επίπεδο της σχισμής η ροή είναι κάθετη σε αυτή. Επιπλέον, 
υποθέτουμε ότι η πτώση πίεσης είναι αρκετά μικρή για να για γραμμικοποιηθούν η 
κινητική εξίσωση και οι οριακές συνθήκες γύρω από την κατανομή ισορροπίας.
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Σχήμα 5.1: Ροή μέσα από σχισμή
Στη σχετική βιβλιογραφία [14,36,37] επισημαίνεται ότι στα ισοθερμοκρασιακά 
προβλήματα είναι πολύ μικρή η εξάρτηση της ροής από το συντελεστή αλληλεπίδρασης 
τοιχώματος -αερίου a. Στην περίπτωση των μη ισοθερμοκρασιακών προβλημάτων 
εμφανίζεται όμως η επίδραση του συντελεστή α στα αποτελέσματα, αλλά δεν έχει 
μελετηθεί αρκετά το φαινόμενο για να προκύψει και η θεωρητική εξήγηση. Ωστόσο όπως 
αναφέρθηκε, θεωρείται πλεονέκτημα ότι τουλάχιστον τα ισοθερμοκρασιακά προβλήματα 
αυτού του είδους εξαρτώνται μόνο από την παράμετρο αραιοποίησης δ και τη 
χαρακτηριστική διάσταση της σχισμής. Στην περίπτωση της τετραγωνικής διατομής 
χαρακτηριστική θεωρείται η διάσταση του ύψους της σχισμής. Να υπενθυμίσουμε ότι για 
την παράμετρο αραιοποίησης ισχύει
\[π a _ aΡ0 
2 10 μ(Τ0)υ0 ’
(5.1)
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όπου η ποσότητα 10 είναι η μέση ελεύθερη διαδρομή των σωματιδίων, a η 
χαρακτηριστική διάσταση της σχισμής, υυ η πιθανότερη ταχύτητα και μ(Τ0) το δυναμικό 
ιξώδες σε θερμοκρασία Τ0.
Τα αποτελέσματα για τη μαζική παροχή συνηθίζεται να αδιαστατοποιούνται ως προς 
την μαζική παροχή της ελεύθερης μοριακής ροής. Ο υπολογισμός της μαζικής παροχής 
στην ελεύθερη μοριακή περιοχή (δ= δπ = 0) είναι σχετικά απλός γιατί οι κατανομές των
σωματιδίων σε κάθε δοχείο είναι οι κατανομές απόλυτης ισορροπίας Maxwell, στις 
συνθήκες του κάθε δοχείου. Θεωρούμε αρχικά την εκτόνωση του αερίου στο κενό (ή 
γενικότερα ότι Ρ, /Ρπ —»οο), όπου το αέριο στο δοχείο I βρίσκεται σε συνθήκες «0, Ρ0 
και Γ0. Το δοχείο II το θεωρούμε κενό και άρα η κατανομή των σωματιδίων σε αυτό 
είναι μηδενική. Επομένως, η αριθμητική πυκνότητα στη σχισμή είναι η = «0/2, ενώ για τη 
μακροσκοπική ταχύτητα στη σχισμή ισχύει ότι
όπου m η μοριακή μάζα και Κ η σταθερά Boltzmann. Στη συνέχεια είναι απλό να 
υπολογιστεί η μαζική παροχή διαμέσου της σχισμής σύμφωνα με τη σχέση
όπου έχει χρησιμοποιηθεί η καταστατική εξίσωση Ρ0 = η0ΚΤ0. Για αυθαίρετες πτώσεις 
πίεσης ΑΡ, ο τύπος (5.2a) μπορεί να επεκταθεί στη σχέση
ΜX η
Ms}m= J nmux(0,y')dy' =
-a/2
a/2 n0m 2KT0 V
-—Λ -------
2 \ nm J.j dy
n0ma l2KT0 
2 V π m
(5.2a)
(5.2b)
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Τελικά στην περίπτωση της σχισμής τετραγωνικής διατομής η αδιάστατη μαζική παροχή 
δίνεται από τη σχέση





Η ποσότητα Μ είναι η μάζα που διέρχεται τη σχισμή στη μονάδα του χρόνου και ανά 
μονάδα πλάτους σχισμής. Με τον τρόπο που ορίστηκε η σχέση (5.2) προκύπτει ότι στην
ελεύθερη μοριακή περιοχή ισχύει W= 1, όπως και αναμενόταν
5.2 Διατύπωση κινητικών εξισώσεων επίλυσης
Το πρόβλημα της ροής διαμέσου σχισμής είναι σε δύο διαστάσεις και 
ισοθερμοκρασιακό. Θεωρώντας λοιπόν τις συνθήκες στο αριστερό δοχείο σαν συνθήκες 
αναφοράς, η εξίσωση του μοντέλου BGK (2.9) που περιγράφει το πρόβλημα γράφεται στη 
μορφή
ξ, τ-,* ξ. %-,=v»(r-f)=-λ-ΛΓ - /).dy dx μ(Τ0)







Αν λάβουμε υπόψη ότι σύμφωνα με την καταστατική εξίσωση ισχύει 
Ρ=ηΚΤ,
τότε αντίστοιχα με την (5.5) προκύπτει η σχέση
£+£*+£'feq — ___
ΚΤ





Θεωρώντας την αδιαστατοποίηση που δίνεται από τις σχέσεις
a a
Uy{x>y)
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Η παραπάνω έκφραση μπορεί να γραμμικοποιηθεί γύρω από την απόλυτη κατανομή 
ισορροπίας η οποία δίνεται από τη σχέση




exp(- ■c2 — c 2 -c2χ y ζ , (5-9)
0 J
Σύμφωνα με την εξίσωση (2.16) η νέα γραμμικοποιημένη συνάρτηση κατανομής της 
τοπικής ισορροπίας είναι
r=f\ ι+ n-n Τ-Τf ^------ - + 2uxcx + 2uc + —^
n,0 o v ^y
(5.10a)
ή αντίστοιχα
r=/°|l + + 2uxcx + 2 uycy + T-Tj 2 3^ c — (5.10b)
L ro v ^yj
Γραμμικοποιούμε τη συνάρτηση κατανομής γύρω από την απόλυτη κατανομή Maxwell 
σύμφωνα με την έκφραση
ΑΡ
/ = /° 1 + h(x,y,c)- , \h{x,y,c) « ΐ|, (5-11)
όπου h η νέα άγνωστη συνάρτηση κατανομής. Αντικαθιστώντας τις (5.10) και (5.11) στην 
εξίσωση εξέλιξης (5.8) προκύπτει ότι
ΑΡ dh ΑΡ dh c 
-c„----- 1------c, — = o
P0 dy P0 dx
dh dh .
c„-----i-cr — + oh = o
y dy x dx
n-n,. T - T0
-----------" + 2uxCx + 2UyCy +--------------n,o 'ο V
λ AP , 
— h
J r0
P n-n P P P T-T f
0 °- + 2uc-^+2uc-^-+ 0 ^





y dy x dx
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u =u Α, Λ, Γ = ΑΖ1Λ. (5.13)
ΔΡ η0 ΑΡ y ΑΡ ΑΡ Τ0
Στη συνέχεια γραμμικοποιούμε και τις μακροσκοπικές ποσότητες του προβλήματος σε 
σχέση με την κατανομή h(x,y,c). Συγκεκριμένα, η διακύμανση του αριθμού πυκνότητας 
υπολογίζεται σύμφωνα με τις σχέσεις
η(χ) = \\\(άξ = jjj/° 1 + h(x,y,c)
ΑΡ
άξ=\[]Γάξ + ^-\\\ΓΚχ,γ,ο)άξ =
= nn +
° πνΐ Ρ0
ο Ρο ^ _____
nn ΑΡ Ρ π2'2
^ "ο c) exp(~c2x - c2 - c2)dcdcydc:
1 y>c) exP(A - cy - c\ ) dcxdcydc1. (5.14)
Αν ακολουθήσουμε την ίδια διαδικασία για τη μακροσκοπική ταχύτητα στη χ διεύθυνση, 
τότε προκύπτουν οι σχέσεις
ΑΡ
+ h(x,y,c)-




\\\cxh{x, y, c) exp [~c2x - c2 - c2z ] dcxdcydcz
ΊΓΧρ =M t y, c) exp [~c2x - c2 - c2 ] dcxdcydcz. (5.15)
Επίσης, κατά παρόμοιο τρόπο είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι για τη μακροσκοπική 
ταχύτητα στη y διεύθυνση ισχύει η έκφραση
υ0 ΑΡ π3/2
\\\cyh{x,y,c)Qxp\-c2x-c2 -c]\dcxdcydcz. (5.16)
Ακολουθεί ο υπολογισμός της διακύμανσης της θερμοκρασίας. Ξεκινώντας από τον 
ορισμό της θερμοκρασίας προκύπτουν οι σχέσεις
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= —7 + Jo ^
3 nR
2n0T0 ΑΡ
, , , ,ΑΡ 1 + h(x,y,c)---- άξ =
7>ηπ3/2
\\\c2h exp[-c2 - c2 - c) ] dcdcydcz.
Σε αυτό το σημείο χρησιμοποιούμε το ανάπτυγμα Taylor
1 1 , V 1- = — + («-«„)-
« «η «η‘0 ”0
και επομένως σύμφωνα με τον ορισμό της διακύμανσης ρ προκύπτει η σχέση 
ΑΡ
n0l n = 1-------ρ . Αντικαθιστώντας αυτό το ανάπτυγμα στη σχέση της θερμοκρασίας και
Ρο




= r - — jjj -c2 -1 h(x,y,c) exp [-c2x - c2 - c2 ] dcxdcydcz. (5.17)
3 j
Να παρατηρήσουμε ότι η παραπάνω διαδικασία είναι παρόμοια με αυτή που 
ακολουθήσαμε στην παράγραφο 2.6.1.
Ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι οριακές συνθήκες της συνάρτησης κατανομής h(x,y,c) 
στο άπειρο. Θεωρούμε ότι η κατανομή των σωματιδίων αρκετά μακριά από το τοίχωμα 
συμπίπτει με την κατανομή απόλυτης ισορροπίας Maxwell για τις συνθήκες που 
επικρατούν στο κάθε δοχείο. Σε κάθε περίπτωση ισχύει η Εξ. (5.11) σύμφωνα με την 
οποία γραμμικοποιούμε το πρόβλημα. Συγκεκριμένα για το αριστερά δοχείο ισχύει ότι:
Για χ<0 και x2+y2 ->οο, / = f°pim (5Ι1) >/°
h(-co,c) = 0.
Αντίστοιχα στο δεξιά δοχείο ισχύει ότι:
Για χ > 0 και χ2 +/-*<», / = /Ιξιά (5Π) >/°
exp(-c2-c/-c2)









ι κι , Α7 1 + h(x,y,c)—~
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— Ρ0 + ΑΡ => h(co,c) = 1.
m
2πΚΡ exp (-cl-cy-c))ο J
(5.19)
Στη συνέχεια χρειάζεται να διατυπωθούν οι συνθήκες για τη συνάρτηση κατανομής 
στο τοίχωμα. Θεωρούμε ότι η κατανομή / αλληλεπιδρά με το τοίχωμα σύμφωνα με τη 
σχέση
Γ=α/Ζ, +(l-«)r, (5-20)
όπου α είναι ο συντελεστής αλληλεπίδρασης τοιχώματος - αερίου. Η κατανομή /+ 
αναφέρεται στα σωματίδια τα οποία εκπέμπονται από το τοίχωμα και σύμφωνα με την Εξ.
(5.11) προκύπτει η σχέση
r=f ι+r — (5.21)
Αντίστοιχα, η κατανομή / αναφέρεται στα σωματίδια που προσπίπτουν στο τοίχωμα και 
κατά ανάλογο τρόπο προκύπτει η έκφραση
Γ=/°
, , -ΑΡ1 + h ----
Ρ,\
(5.22)
Η κατανομή ισορροπίας των σωματιδίων στο τοίχωμα που εμφανίζεται στην (5.20)
περιγραφεται απο την έκφραση
,3/2





όπου Pw είναι η πίεση του αερίου στο τοίχωμα. Στη συνέχεια αναπτύσσουμε τη 
συνάρτηση f2„ γύρω από την κατανομή ισορροπίας στις συνθήκες του δοχείου / . Αν
λάβουμε υπόψη τη συνθήκη μη διείσδυσης (ux\wall ~ θ) και το γεγονός ότι το πρόβλημα
είναι ισοθερμοκρασιακό (TW = T0), τότε προκύπτει η γραμμικοποιημένη συνάρτηση 
ισορροπίας Maxwell για το τοίχωμα
·Έργ. Φοαικών <2 . Χημικών Ιη:ρ\\\ιηών 112 ΊζενΓΐί8ης 9Ϊοά >uλής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
Ιούλιος 2005 'άνιλωμεχτΐκή !Epy'cwia: <Επΐλνση κλααοικών προβλημάτων κινητικής
θεωρίας με εφαρμογή ιτνη μικρορρεοοτούυναμνκή
j'eq _ jO Ρ -Ρl + ikJo (5.24)
Αντικαθιστώντας στην (5.20) τις (5.21), (5.22) και (5.24), προκύπτει ότι




1 + ^-----2- + 0 ~°)f° 1 + Λ
. ΑΡ
h+ =α———+ (l-a)h = avK + (\-a)h ,
ΑΡ




υπολογίζεται από τη συνθήκη μη διείσδυσης στο τοίχωμα.
Συγκεκριμένα, σύμφωνα με την (5.15), στο αριστερά δοχείο για x -> 0 και
>2*
ισχύει οτι
ux A°~>y) = 0-χ I wall X 
0
π 3/2
y,C) exp [~C2X - cy - c2: ] dcxdcdcz = 0:
π3/2
Jf j CX (0-, y, C) exp [V - c2 - c\ ] dcxdcydc2
+ —\\\cxh~ (°“> C) exP [“c,2 - cy - c\ ] dcxdcydcz = 0: 
π 0
4lfJJ cxh+ (°‘. y>c) exP [~cl - cy - c\ ] dcdcdc2 =
π.3/2




|j j cxvw exp[“c,2 - Cy2 - c] ] dc dc dc: =
—00
oo
2 JJ \cxh~ (°“. y>c) exP [~cl - cy - c\ ] dcxdcydc2 =>
00
Γ JJ \cxh~ (O' > T,c) exP [~cl - cy - c\ ] dcxdcydc2.1 -v7^2 w
Τελικά, για x -» Ο και |_y| > —, ισχύει η έκφραση
·Εργ. ΦΐΗΪΙΚί ΐΓμίκωι ίΐιερΥίΧΐηων I Β­ ίζα Γίώ//ς :ΠίχΊ ’ΐελής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
'Επίλυση κλασσικών προβλημάτων κινητικής
θεωρίας με εφαρμογή ατη μικρορρεούτοδοναμική
Ιούλιος 2.005 ίλ^τΛωματική Εργασία
Κ =νΓστ =-JJ ί cxh (0~,y,c)exp-c2 - c* ]dcxdcydcz. (5.26)
π cx >0
Στο δεξιά δοχείο συνεχίζουμε με παρόμοιους υπολογισμούς. Έτσι, όταν λ: —> 0+ και 
Μ ισχύει
W*L =ΖΑ(0+’λ) = 0=>
-4 \\\c*h+ (°+ *y>c)«pH “cy ~c* ]dc*dcydc2 =
π ο
1 0
-^τίί ί cxh~(0+,y,c) exp[-c2 -c2 - c) ] dcdcdc: =>
1 rr r
— jj jc,VH exp\~c\ -c2 -c2] dcdcdcz = 
π 0
1 0
- ^tt if J■c*h~(°+. y*1c) exp [~cl - cy - c\ ] =>
—CO
= _^7r iiic^(0,-y,c)exp[_c' _c/ -c*2] ·
Επομένως, στο δεξιά δοχείο για x —» 0+ και Η 1>-, ισχύει η σχέση
< = ν*ί,α =--}{ j cxh~(0+,c)exp[-c2 - c2 - c2]dcdcydcz. (5.27)
π cx< 0
Άρα η (5.25) που περιγράφει τις συνθήκες στα τοιχώματα συμπληρώνεται από τις σχέσεις 
(5.26) και (5.27), ανάλογα με το ημιεπίπεδο επίλυσης. Αυτά τα αποτελέσματα συμφωνούν 
και με τη σχετική βιβλιογραφία [37],
Παρατηρούμε, ότι στην (5.12) η κατανομή h(x,y,c) είναι συνάρτηση των 3 
σωματιδιακών ταχυτήτων cx, cy και cz. Είναι όμως χρήσιμο να μειώσουμε το πλήθος των 
σωματιδιακών για να διευκολυνθεί η επίλυση του προβλήματος. Για το λόγο αυτό 
ακολουθούμε τη διαδικασία προβολής της cz στις διευθύνσεις των cx και cy,
χρησιμοποιώντας τις νέες συναρτήσεις κατανομής
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Υχ (χ, y, cx, cy) = ]/*(*, y, cx, cy, c2) exp(-cz2 )dcz
και
(5.28)
(5.29)Y2{x,y,cx,cy) = -j=\ cz — — h(x,y,cx,cy,cz)exp(-cz2)dcz. 
dn V 2y
Επιδρώντας στην (5.12) με τους ολοκληρωτικούς τελεστές -4= [(•)exp(-cz2)o,c2 και
V?r j
ax ax
—L + cr—1 
dy dx
exp(~cz )dcz, προκύπτουν οι αντίστοιχες εξισώσεις εξέλιξης
c)Y r)Y r — — π







Μετά την προβολή των σωματιδιακών ταχυτήτων, πρέπει να διατυπωθεί ο 
υπολογισμός των μακροσκοπικών ποσοτήτων σε σχέση με τις νέες συναρτήσεις 
κατανομής (χ,y,cx,cy) και Y2(x,y,cx,c ). Παρατηρώντας την (5.14) είναι σχετικά απλό
να καταλήξουμε ότι η διακύμανση του αριθμού πυκνότητας περιγράφεται σε σχέση με την 
κατανομή Yt (χ, y, cx, c ) από την έκφραση
P = -\\Y,ecW'dcxdc 
π
(5.32)
Επιπλέον, από τις γραμμικοποιημένες σχέσεις (5.15) και (5.16) είναι απλό να προκύψει ότι 
οι μακροσκοπικές ταχύτητες συνδέονται με την κατανομή Yt(x,y,cx,cy) σύμφωνα με τις
σχέσεις
= - jf ^xecW' dcxdcy
π
και
uy=— f\Yf eCx~c,dcxdc . 
π
Επιστρέφοντας στη σχέση (5.17), αυτή μπορεί να ξαναγραφεί στη μορφή
(5.33)
(5.34)
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3π ίί^[ - \ J ■y*exP H - °y - c* ] ^
Σε αυτή την περίπτωση είναι απαραίτητες οι δύο συναρτήσεις κατανομής Υ] (χ, y, cx, cy)
και Y2(x,y,cx,cy) για να εκφραστεί η διακύμανση της θερμοκρασίας. Τελικά,
χρησιμοποιώντας τους ορισμούς (5.28) και (5.29) για τις συναρτήσεις κατανομής, 
προκύπτει και η σχέση της διακύμανσης της θερμοκρασίας 
2
r = · dcxdcy.
Τ = 3π^Υι + Υ' + C>2 “ l)YCWydc*dcy
(5.35)
Οι αντίστοιχες οριακές συνθήκες των κατανομών Y\{x,cx) και Y2(x,cx), θα 
προκύψουν χρησιμοποιώντας τους ορισμούς (5.14) και (5.15) και αφού δράσουμε με τους 
αντίστοιχους τελεστές στις εκφράσεις της κατανομής h(x,y,c) για τις οριακές συνθήκες. 
Να σημειώσουμε ότι η έκφραση (5.25) περιγράφει δύο διαφορετικές εξισώσεις για τις 
οριακές συνθήκες, ανάλογα με το δοχείο στο οποίο αναφερόμαστε. Έτσι, επιδρώντας με
τους τελεστές —i=r f(*)exp(-cz2)efcz και —?= [(·)( cz ~~ exp{-c2)dcz, καταλήγουμε 
κ/π J * 4π J V 2J
στις οριακές συνθήκες για το τοίχωμα
Yi(Q>y,cx,c) = avw(y) + (l-a)Yl(0,y,-cx,c),yui\y\>-, χ->0~, cx < 0 (5.36a)
1
και
Υ\ (fi,y,cx,cy) = avl(y) + (1 - a)Yl(0,y,-cx,cy), για |,y| > —, x->0+, cx> 0. (5.36b)
Επιπλέον, οι σχέσεις (5.26) και (5.27) μετασχηματίζονται αντίστοιχα στις εξισώσεις
2 00 1
-~τ= | | cxYt~(O',y,cx,cy)exp[-c* -cy2]dcxdcy, \y\>~, x->0~ (5.37)
—00 c. >0 ^
- _ αρ,στ. _ 
w w
και
v+ = νδεξ,α = ·w w -J= ] { cX(0+ ,y,cx,cy)exp[-c2x -cy2]dcxdcy, \y\ > j, x -> 0+. (5.
-<o cx<0 ^
38)
Παρόμοια, για το τοίχωμα στα δύο δοχεία ισχύει η οριακή συνθήκη
Y2(0,y,cx,cy) = (l-a)Y2(0,y,-cx,cy), \y\>^. (5.39)
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Τέλος, η συμπεριφορά των κατανομών στο άπειρο περιγράφεται από τις σχέσεις (5.18) και 
(5.19) οι οποίες μετασχηματίζονται στις σχέσεις
JO χ<0 και x2+y2->co 
{1 χ > 0 και χ2 + y2 —> οο
(5.40)
και
ίο χ<0 και χ2 + y2-> οο, 
[ 0 χ > 0 και χ2 + y2 —> οο.
(5.41)
Μέχρι αυτό το σημείο επιλέξαμε να χρησιμοποιήσουμε καρτεσιανή γεωμετρία για τη 
διακριτοποίηση στο πεδίο των σωματιδιακών ταχυτήτων (cx,c ,cz). Η επίλυση όμως
τέτοιου είδους προβλημάτων, όπως αυτό της ροής διαμέσου σχισμής, είναι αρκετά 
απαιτητική υπολογιστικά. Μια εναλλακτική προσέγγιση είναι να αντικατασταθούν οι 
καρτεσιανές με πολικές συντεταγμένες σύμφωνα με τις σχέσεις
cx=cp cos# (5.42a)
και
Cy — cρ sinθ. (5.42b)
Στις παραπάνω σχέσεις, το ο^εΓΟ,+οο) αντιπροσωπεύει το μέτρο της σωματιδιακής
ταχύτητας, ενώ η γωνία # e [θ,2π) αναφέρεται στη γωνία που είναι δυνατό να διαγράφει
στο χώρο αυτή η σωματιδιακή ταχύτητα. Επίσης, είναι σχετικά απλό να αποδειχθεί ότι 
ισχύει c2 + c2 = c2.
Κατά την αλλαγή του συστήματος συντεταγμένων χρειάζεται να μετασχηματιστούν οι
εξισώσεις εξέλιξης και οι σχέσεις υπολογισμού των μακροσκοπικών ιδιοτήτων. Στο νέο
σύστημα αναφοράς, σύμφωνα με τις Εξ. (5.30) και (5.31), προκύπτουν οι σχέσεις εξέλιξης
3Υ 3Υ ρ — _ -η







......  - + c cos#—- + δΥ2=δ
p dy p dx 2
(5.44)
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Επιπλέον, οι ολοκληρωτικές σχέσεις υπολογισμού των μακροσκοπικών ιδιοτήτων 
χρειάζεται να μετασχηματιστούν. Συγκεκριμένα, πρέπει να αλλάξει το πεδίο ολοκλήρωσης 
των σωματιδιακών ταχυτήτων σύμφωνα με την έκφραση
2π οο
{ \{*)dc*dcy = \\{*)o(cx,cy\cp,e)picpde, (5.45)
-οο -οο Ο Ο
όπου j(t\,cv',cp,ej είναι η Ιακωβιανή του μετασχηματισμού και είναι απλό να προκόψει 
η σχέση J\cx,cy\cp,6} = cp. Μετά από την παραπάνω επεξεργασία, η διακύμανση του 
αριθμού πυκνότητας περιγράφεται σε σχέση με την κατανομή Υ{ (χ, y, cp, θ) από την
έκφραση
2π οο




Επίσης, οι μακροσκοπικές ταχύτητες των σχέσεων (5.33) και (5.34) υπολογίζονται από τις
νεες εκφράσεις
2/γ οο
= — ί [Υρ Cp cos θοIdc άθ 
π J J
και





Στο νέο σύστημα συντεταγμένων και με τη χρήση των σχέσεων (5.42) και (5.45), 
προκύπτει ακόμη η σχέση για τη διακύμανση της θερμοκρασίας
~ λ7ΐ οο
(5.49)
Τέλος, οι οριακές συνθήκες όπως περιγράφονται από τις σχέσεις (5.36) έως (5.39) 
μετασχηματίζονται ώστε να ανταποκρίνονται στις πολικές συντεταγμένες που επιλέξαμε. 
Έτσι, οι σχέσεις της κατανομής Y](x,y,cp,6) στο τοίχωμα δίνονται από τις εκφράσεις
Yl(O,y,cp,0-) = avl(y) + (\-0)^(0,y,cp,0+),ym \y\>^, *->0_ (5.50a)
και
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Yi(Q,y,cp,9+) = av+K(y) + (\-a)Yl(O,y,cp,0~),yya· |τ|>-> x->0+, (5.50b)
όπου --j<#+<y και <~Υ’ 01 σχέσεις (5.37) και (5.38) πρέπει να
μετασχηματιστούν αντίστοιχα στις εξισώσεις
αριστ. _
* μ π/2 ^ I
—j= f ί eCpΥ\ (O',y,cp,0)cos0c2pdcpd0, \y\>~, χ-*0~ (5.51)
Vπ 0 -π/2 ^
και
D 3Λ-/2
V; = vf'“ = —Γ j \ e~CpΥχ~(0+ ,y,cp,0)cos0c2pdcpd0, \y\>~, x-*0\ (5.52)
ο π/2 ^
Τελευταία μετασχηματίζουμε την οριακή συνθήκη (5.39) η οποία καταλήγει στις σχέσεις
Y2{0,y,c ,0 ) = {\-a)Y2{O,y,c θ+) ,·/\α y >-, χ-+ 0 (5.53a)
και
^(Ο,Τ)^.^) = (1-α)Τ2(0, ^,τ^,έΓ), για \y\>^, *->0+, (5.53b)
όπου ~^·<Θ+ <| και Επομένως, η συστηματική επίλυση του
προβλήματος της ροής διαμέσου σχισμής περιλαμβάνει την επίλυση των εξισώσεων 
εξέλιξης (5.43) και (5.44) συζευγμένων με τις οριακές συνθήκες (5.40) και (5.41) για το 
άπειρο και (5.50) έως (5.53) για το τοίχωμα. Στη συνέχεια, οι κατανομές Υχ και Υ2 που 
προκύπτουν χρησιμοποιούνται για τον υπολογισμό των μακρο-ιδιοτήτων μέσω των 
σχέσεων (5.46) έως (5.49). Να σημειώσουμε ότι σε αυτό το κεφάλαιο, ακολουθώντας τη 
σχετική βιβλιογραφία [36] χρησιμοποιούμε μόνο το κινητικό μοντέλο BGK επειδή το 
πρόβλημα όπως τίθεται είναι ισοθερμοκρασιακό. Ωστόσο, εξαιτίας των φαινομένων 
συμπιεστότητας, θεωρούμε τη διακύμανση της θερμοκρασίας μη μηδενική.
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5.3 Ελεύθερη μοριακή περιοχή
Οι εξισώσεις (5.43) και (5.44) περιγράφουν την εξέλιξη των κατανομών Υ{(χ,y,cp,θ) 
και Y2(x,y,cp,0) για το πρόβλημα της ροής διαμέσου σχισμής για όλο το εύρος του
αριθμού Knudsen. Σε αυτή την παράγραφο διαπραγματευόμαστε την επίλυση στην 
ελεύθερη μοριακή περιοχή όπου για την παράμετρο αραιοποίησης ισχύει δ = 0. Η 
επίλυση των σχέσεων εξέλιξης (5.43) και (5.44) μπορεί να γίνει με τη μέθοδο των 
χαρακτηριστικών. Εκτός όμως από αυτή τη μέθοδο, υπάρχει και μια πιο φαινομενολογική 
προσέγγιση του προβλήματος. Στην ελεύθερη μοριακή περιοχή τα σωματίδια 
«ταξιδεύουν» χωρίς να αλληλεπιδρούν. Ως αποτέλεσμα οι συναρτήσεις κατανομής 
συμπίπτουν με τις κατανομές στο άπειρο και σε κάθε δοχείο είναι όμοιες μεταξύ τους. 
Έτσι, στην περίπτωση που δεν υπήρχε σχισμή για να μεταφέρονται τα σωματίδια από το 
ένα δοχείο στο άλλο, θα εντοπίζαμε απλά δύο δοχεία με διαφορετικές κατανομές. Στο 
αριστερά δοχείο τα σωματίδια θα είχαν τις κατανομές 1ζ = Υ2 = 0 και στο δεξιά δοχείο
Υ] = 1 και Υ2= 0. Η ύπαρξη όμως της σχισμής διαφοροποιεί την κατάσταση. Τα
σωματίδια που διασχίζουν τη σχισμή έχουν την κατανομή του δοχείου προέλευσης. Έτσι 
σε κάθε σημείο του πεδίου η κατανομή των σωματιδίων αποτελεί υπέρθεση των 
κατανομών που προέρχονται από το άπειρο, τα τοιχώματα και το διπλανό δοχείο. Η 
παρατήρηση αυτή δικαιολογεί και την αλλαγή του καρτεσιανού συστήματος 
συντεταγμένων, αφού η πολική γωνία θ των σωματιδιακών ταχυτήτων καθορίζει την τιμή 
της κατανομής. Πρέπει όμως να τονιστεί ότι οι συνθήκες στο άπειρο δεν επηρεάζονται από 
τη σχισμή αλλά εξακολουθούν να περιγράφονται από τις σχέσεις (5.40) και (5.41).
Σε αυτό το σημείο είναι δυνατό να υπολογίσουμε την τιμή των κατανομών 
Y\(x,y,cp,e) και Y2(x,y,cp,0) στο τοίχωμα, λαμβάνοντας υπόψη την παραπάνω ανάλυση
καθώς και τις σχέσεις (5.50) έως (5.53). Στη σχέση (5.51) η ποσότητα Υρ (0~ ,y,cp,6) 
αναφέρεται στην κατανομή των σωματιδίων στο αριστερό τοίχωμα η οποία δεν 
επηρεάζεται από την παρουσία της σχισμής και επομένως Yl'(0~,y,c/>,6) = 0. Ομοίως, η
κατανομή Υχ~ (0* ,y,cp,6) της εξίσωσης (5.52) αναφέρεται στο δοχείο II και δεν
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επηρεάζεται από τις συνθήκες στο αριστερά δοχείο, οπότε Υι (0+, y, cp, θ) = 0 .Τελικά, για 
τις σχέσεις (5.51) και (5.52) προκύπτουν αντίστοιχα οι εξισώσεις





Επομένως, για τις κατανομές των σωματιδίων που ανακλώνται από τα τοιχώματα 
προκύπτουν οι σχέσεις
Y\(0,y,cp,6~) = 0 ,yia \y\>~, x->0"
και
Y\(O,y,cp,0+) = 1, για |j|>y, x->0+
(5.56a)
(5.56b)
όπου -|<0+ < y και ~ < 6* < ^y. Αντίστοιχα για τη δεύτερη κατανομή είναι απλό να
προκυψουν οι εκφράσεις
K,(0,j>,c 6»_) = 0,για ly >-, *->0
1 (5.57a)
και
Y2(0,y,Cp,e+) = 0,y\a. |.y|>y, χ->0+, (5.57b)
όπου —y <θ+ < — και — <θ <~· Οι σχέσεις (5.56) και (5.57) θα χρησιμοποιηθούν
στη συνέχεια κατά τον υπολογισμό των τιμών των μακρο-ιδιοτήτων.
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Ήδη από αυτό το σημείο, λαμβάνοντας υπόψη τις εξισώσεις (5.41) και (5.53) προκύπτει
2π





Σύμφωνα με το πολικό σύστημα αναφοράς, είναι δυνατό να αναλύσουμε το πεδίο 
ολοκλήρωσης της γωνίας θ ώστε να διευκολυνθεί η ολοκλήρωση. Για το λόγο αυτό, 
ακολουθώντας τη σχετική βιβλιογραφία [37], εξετάζουμε τις κατανομές σε καθένα από τα 
τέσσερα τεταρτημόρια.
Αρχικά, θεωρούμε τα σωματίδια στο πρώτο τεταρτημόριο (χ>0,>’>0) με 
συντεταγμένες θέσης (x,y) (Σχήμα 5.2). Επιπλέον ορίζουμε τις γωνίες φ] και φ2
σύμφωνα με τις σχεσεις
φχ = sin
y + 0.5
\jx~ +(>' + 0.5)
και
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Σχήμα 5.2: Ροή μέσα από σχισμή: Πρώτο τεταρτημόριο επίλυσης (x > 0,jy > 0)
Θεωρώντας το σύστημα συντεταγμένων όπως παρουσιάζεται στο Σχήμα 5.2 προκύπτει ότι 
η σχέση (5.59) μπορεί να αναλυθεί στα επιμέρους ολοκληρώματα
2π Ψι <Ρ\ π/2 3/γ/2
J(«)IW0= ί {·)Υ^Θ+ \{·)ΥχοΙΘ+ \{·)Υχάθ + } {·)Υ{άθ, (5.62)
0 -π/2 φ2 ψ\ π/2
όπου για τον κάθε όρο στο δεξί μέλος μπορεί να υπολογιστεί η τιμή της κατανομής 
Yx(x,y,c ,θ). Ο πρώτος και ο τρίτος όρος της Εξ. (5.62) αναφέρονται στις κατανομές που 
εκπέμπονται από το τοίχωμα της πλευράς II και επομένως υπολογίζονται σύμφωνα με την
ψ\
Εξ. (5.56b). Ο όρος |(·)^£/$ είναι μηδενικός επειδή αναφέρεται στην κατανομή που έχει
<Ρι
διασχίσει τη σχισμή και προέρχεται από το αριστερά δοχείο (βλ. 5.40). Τέλος, ο όρος
2π/2
J (·)Υχάθ περιγράφει τα σωματίδια που προέρχονται από το άπειρο του δοχείου II και
π/2
υπολογίζεται από την έκφραση (5.40).
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Άρα, σύμφωνα με την παραπάνω ανάλυση, η σχέση (5.46) για τη διακύμανση του 
αριθμού πυκνότητας μετασχηματίζεται στην εξίσωση
. Ψι οο * π/2 οο I 3/r/2 οο
Ρ = ~ } je~Cpcpdcpd0 + — | je~Cpcpdcpd0 + — | ^e~Cpcpdcpd0,
-π/2 Ο π φλ Ο /ι π/2 Ο





ρ = 1+^-. 
2π
Για τις μακροσκοπικές ταχύτητες των σχέσεων (5.47) και (5.48) ακολουθούμε την ίδια 
διαδικασία. Αρχικά για την ταχύτητα στη x διεύθυνση προκύπτει η σχέση
1 Ί>1 Μ 2 1
— f \e~Cp cos 0c2dc άθλ— 
π * π
. V2 CO 1 3π/2 CO
ux= | J  ^ p pde + — J je~Cp cos Θc2pdcpdΘ— j je~Cp cos 0c2pdcpdO,
-π/2 0 φ, Ο π/2 0
η οποία υπολογίζεται αναλυτικά και καταλήγει στην έκφραση 




Κατά παρόμοιο τρόπο στην κατεύθυνση y ισχύει η ενδιάμεση έκφραση
Ψΐ οο /r/2o 3λ·/2 ο
= — f \e Lp sin 0c2 dc d0 Λ— f fe ^ sin 0c2dc άθ + — f \e Cp sin 0c2dc άθ 
π L i π 5 l π J, i-π/2 0
και η τελική σχέση




Τέλος, σύμφωνα με την παραπάνω επεξεργασία, η διακύμανση της θερμοκρασίας (5.49) 
μετασχηματίζεται στη σχέση







που στη συνέχεια υπολογίζεται αναλυτικά 
τ = 0. (5.66)
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Επομένως, στο πρώτο τεταρτημόριο οι μακροσκοπικές ιδιότητες σε κάθε σημείο 
υπολογίζονται από τις σχέσεις (5.63) έως (5.66), χωρίς να είναι απαραίτητο να επιλυθούν 
οι εξισώσεις εξέλιξης (5.43) και (5.44).
Στη συνέχεια θεωρούμε το σημείο με συντεταγμένες (x, j) που ανήκει στο δεύτερο 
τεταρτημόριο (χ < 0,y > 0). Οι συντεταγμένες του σημείου συνδέονται με τις γωνίες φ] 
και φ2 σύμφωνα με τους ορισμούς (5.60) και (5.61) αντίστοιχα (Σχήμα 5.3). Σε αυτή την 
περίπτωση η σχέση (5.59) αναλύεται στα επιμέρους ολοκληρώματα
2π λ·/2 η~Ψ\ n-<Pi 3τγ/2
\(·)Υ,άθ= \(·)Υ,άθ+ \(·)Υ,ε1θ+ \(·)Υ,άθ+ } (·)Υ^Θ. (5.67)
0 -/γ/2 π/2 π~Ψ\ η~<Ρι
Σχήμα 5.3: Ροή μέσα από σχισμή: Δεύτερο τεταρτημόριο επίλυσης (x < 0,y > 0)
Σύμφωνα με την προηγούμενη ανάλυση, εξαιτίας των σχέσεων (5.40) και (5.56a) που 
περιγράφουν τη συμπεριφορά της κατανομής στο αριστερά δοχείο, μονό ο τρίτος όρος στο
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δεξί μέλος της Εξ. (5.67) είναι μη μηδενικός. Συγκεκριμένα, η διακύμανση του αριθμού 
πυκνότητας υπολογίζεται σύμφωνα με την έκφραση
-φ2 co
Ρ =- f J.π .I "cpdcpd0,π-<ί\ 0





Κατά παρόμοιο τρόπο γίνεται και ο υπολογισμός των μακροσκοπικών ταχυτήτων. Για την
ταχύτητα ux ισχύει η σχέση
* 7ΐ—φ2 οο
π
I U ψ CO
=-7 I K'





ενώ η ταχύτητα στην y κατεύθυνση υπολογίζεται από την έκφραση
τι-φ2 οο
-7 Η*π _ _ „ sin Oc dcdO:ρ ρji—<P\ Ο
_ cos φ2 - cos 
4\[π
(5.70)
Επίσης, η διακύμανση της θερμοκρασίας υπολογίζεται από την Εξ. (5.49) που λόγω της 
έκφρασης (5.67) καταλήγει στη σχέση
τ
^ Κ—ψϊ co ^
^ ί \e~C,,(c2p-typdcpde^T = 0.
π-φκ Ο
(5.71)
Συνεχίζοντας, στο τρίτο τεταρτημόριο (χ < Ο,φ < 0) οι γωνίες φι και φΊ καθορίζονται
από τις συντεταγμένες (χ,γ) σύμφωνα με τις σχέσεις (5.60) και (5.61). Παρατηρώντας το
Σχήμα 5.4 προκύπτει ότι το ολοκλήρωμα της σχέσης (5.59) μπορεί να αναλυθεί σε 
περισσότερους όρους σύμφωνα με την έκφραση
2/γ τγ/2 π+φ2 π+φ\ 3/γ/2
\{·)Υχάθ = J (·)Υλάθ+ } {·)Υχάθ+ J (·)Υιάθ+ J (·)Υχάθ. (5.72)
0 -/γ/2 π/2 π+Ψ2 η+Ψ\
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Σχήμα 5.4: Ροή μέσα από σχισμή: Τρίτο τεταρτημόριο επίλυσης (χ < 0,y < 0)
Όπως αναφέραμε και για το δεύτερο τεταρτημόριο, εξαιτίας των σχέσεων (5.40) και
π+φ,
(5.56a), μόνο ο όρος J (·) YxdO είναι μη μηδενικός και υπολογίζεται αναλυτικά
π+φ2
λαμβάνοντας υπόψη τις σχέσεις για το άπειρο στο δεξιά δοχείο. Έτσι, η διακύμανση του 
αριθμού πυκνότητας για κάθε σημείο στο τρίτο τεταρτημόριο υπολογίζεται από τη σχέση






Επίσης, οι μακροσκοπικές ταχύτητες στις δύο διευθύνσεις χ και y δίνονται αντίστοιχα 
από τις σχέσεις
ux
1 π+φ| οο ^
— [ \e Cp cos 0c2dc άθ => ux
π J J Pi
π+φ2 0
sin φ2 - sin φχ (5.74)
και
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e Lp sin OcdcdO => uv =P P
cos φχ - cos φ2 
Α\[π
(5.75)
Επιπλέον, η σχέση για τη διακύμανση της θερμοκρασίας είναι απλό να προκόψει ότι 
δίνεται από την έκφραση
r\ π+<Ρ\ co
τ = — { \e'Cp (cl - typdCpdd => r = Ο. (5.76)
ΛΗ-^2 Ο
Τέλος, για την ανάλυση στο τέταρτο τεταρτημόριο (χ > Ο,γ’ < 0) χρησιμοποιούμε το 
Σχήμα 5.5. Οι ορισμοί για τις γωνίες φχ και φ2 δεν διαφέρουν από τις σχέσεις (5.60) και 
(5.61).
Σχήμα 5.5: Ροή μέσα από σχισμή: Τέταρτο τεταρτημόριο επίλυσης (x > 0,y < 0)
Σε σχέση με τα προηγούμενα διαφοροποιείται η ανάλυση του ολοκληρώματος (5.59) στα 
επιμέρους ολοκληρώματα. Συγκεκριμένα ισχύει η σχέση
2π 3π/2 /r/2 -<ρ2
ί(·)ΥιΜ= } {·)Υιάθ+ j (■·)Υ{άθ+ \{·)Υ,άθ+ \{·)Υλάθ, (5.77)
0 π/2 -π/2 ^
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όπου ο τελευταίος όρος στο δεξί μέλος μηδενίζεται επειδή αναφέρεται στα σωματίδια που 
προέρχονται από το δοχείο / , ενώ οι υπόλοιποι όροι υπολογίζονται σύμφωνα με τις 
σχέσεις (5.40) και (5.56b). Έτσι, η διακύμανση του αριθμού πυκνότητας σε αυτό το 
τεταρτημόριο προκύπτει από τη σχέση
1 3λ·/2 οο I ~ψ\ °ο * π/2 οο
Ρ = ~ J \eCpcpdcpd9 + — | jeCpcpdcpde + - J Je~Cpcpdcpd0,
π/2 Ο π -π/2 Ο π Ψι 0
η οποία καταλήγει στην έκφραση 
<Ρ2~<Ρ\
Ρ = ι + - 2π
(5.78)
Επιπλέον, η μακροσκοπική ταχύτητα ιιχ δίνεται από την έκφραση
1 3λ·/2 οο . ~<Ρ\ °ο ι */2 00
ux=— | \e~Cp cosdc2dc άθ + — [ \e~Cp cos0c2dc άθ Λ— ί cos0c2dc άθ,
71 π/2 Ο 71 -π/2 Ο 71 -φ2 Ο
που υπολογίζεται αναλυτικά και καταλήγει στη σχέση υπολογισμού 




Αντίστοιχα η μακροσκοπική ταχύτητα uy υπολογίζεται από τη σχέση
3τγ/2 οο . —ψ\ οο ι π/2
— f \e Cp sin 0c2dc άθ λ— 
π χ ' ' π 5, „ π ~Ψϊ ο
< OJlfi. 00 -ψ 00 λ 00
uy=— J je~Cp sin Oc2pdcpdQ Λ J j O p  ρ  H J Je Cp sinOc2pdc ράθ
π π/2 Ο π -π/2 Ο
και τελικά αν υπολογιστούν τα ολοκληρώματα 




Τέλος, η διακύμανση της θερμοκρασίας υπολογίζεται από το άθροισμα
3π/2,
Τ~^ / \e~Cl(cl-{)cPdcpde + ^ j je'Cp(c2p-l)cpdcpd0
π/2 Ο 3π -π/2 Ο
+ 7Τ / |^(ς-ι)cPdcPd°,
2>π -Ψι ο
οπότε είναι απλό να καταλήξουμε ότι ισχύει 
r = 0. (5.81)
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Συνοψίζοντας, παρατηρούμε ότι στην ελεύθερη μοριακή περιοχή οι μακροσκοπικές 
ποσότητες στα τεταρτημόρια σχετίζονται μεταξύ τους. Αυτή η συσχέτιση μπορεί να
εκφραστεί από τις σχέσεις συμμετρίας
p(x,y) = 1 - p{~x,y) = 1 - p(-x,-y) = p(x,-y), (5.82)
ux (x,y) = w* (-x,.y) = ux (-χ,-ψ) = w* (x,-_y), (5.83)
Uy (x,y) = -Uy (~X,y) = Uy (-Χ,-ψ) = ~Uy (χ,-ψ) , (5.84)
όπου (χ > Ο,ψ > 0).
Τέλος, αξίζει να υπολογισθεί η μαζική παροχή διαμέσου της σχισμής στην ελεύθερη 
μοριακή περιοχή για να συγκριθεί με το αποτέλεσμα της σχέσης (5.2b). Αρχικά είναι απλό 
να υπολογισθεί ότι στην περιοχή της σχισμής (χ = 0 και -0.5<ψ<0.5) οι συνιστώσες 
της μακροσκοπικής ταχύτητας είναι ίσες με
^(°^) = - 1 , Η>1 (5.85)
2\]π 2
και
uy(0,y) = 0, \y\>^. (5.86)
Ξεκινώντας από τη σχέση για τη μαζική παροχή
a/2
Μ % = - J n0mu'x(0,y')dy'
-a/2
και χρησιμοποιώντας τις σχέσεις αδιαστατοποίησης y = — και ux = U χ , προκύπτει
a u0 ΑΡ
ότι
1/2 Α ο 1/2r . .. . . nnmaunAP r - ,Λ . ,




p„=n«KT„ v λρ, _ n0maun\P
npna. 2κτ°αρ
° \ m
fm 2n0KT0 κ[π 2 n0KT0 \[π
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= a ΑΡ m
12πΚ7:
αποτέλεσμα που συμφωνεί απόλυτα με τη σχέση (5.2b). Για πληρότητα της ανάλυσης, θα 
μπορούσαμε να ορίσουμε μια τροποποιημένη αδιάστατη μαζική παροχή, σε αντιστοιχία με 
τη σχέση (5.3), η οποία να συνδέεται με την αδιάστατη ταχύτητα ux (0,_y) . Συγκεκριμένα
αν ορίσουμε [37]
—Λ/ 1/2 -
W ~-2\[π J ux(0,y)dy, (5.87)
-1/2
—slτότε είναι απλό να προκόψει ότι W/„ = 1, που είναι η τιμή που επιθυμούμε.
5.4 Υδροδυναμική περιοχή
Στο πρόβλημα της ροής διαμέσου σχισμής παρατηρούμε πειραματικά ότι το αέριο έχει 
σχετικά μικρή μακροσκοπική ταχύτητα. Στην περίπτωση αυτή η επίδραση των δυνάμεων 
ιξώδους στο φαινόμενο είναι πολύ μεγαλύτερη από την επίδραση των αδρανειακών 
δυνάμεων. Η εξήγηση είναι ότι οι δυνάμεις ιξώδους είναι ανάλογες της πρώτης δύναμης 
της ταχύτητας ενώ οι αδρανειακές δυνάμεις είναι ανάλογες του τετραγώνου της ταχύτητας 
και επομένως για τον αριθμό Reynolds ισχύει Re «1. Να υπενθυμίσουμε ότι ο αριθμός 
Reynolds ορίζεται σαν ο λόγος των αδρανειακών προς τις ιξώδους δυνάμεις. Η ροή αυτού 
του είδους (Re «1) ονομάζεται έρπουσα (creeping flow) και έχει μελετηθεί εκτενώς στη
βιβλιογραφία [30], Επομένως, στο υδροδυναμικό όριο η ροή διαμέσου σχισμή 
περιγράφεται από τις εξισώσεις Stokes
/yVV = V/>, (5.88)
συζευγμένες με την εξίσωση συνέχειας
ν·«' = 0, (5.89)
όπου μ το δυναμικό ιξώδες, w' = {ux,ur} το διάνυσμα της μακροσκοπικής ταχύτητας με
διαστάσεις και Ρ η τοπική πίεση. Οι οριακές συνθήκες όπως έχουμε αναφέρει και 
παραπάνω περιγράφονται από τις σχέσεις
•Έργ, Φυσικών Χημικών0η:ρ\·ιχιηών 'Τζενπίδης ΤΓαντελής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
Ιούλιος 2005 ‘άνπλωμ<χτική ί .ρ yccaux: ljd.\ οση ιΛίΧοοικών πρσβλyju 
θεωρίας με εφαρμογή οτη ιηχρορμ
ίων κινητικής 
‘:ν·οιοΐυναμΐκή
P = P0,yιαχ'<0 και χ'2 + y'2 —»», (5.90a)
Ρ = Ρ0 + ΑΡ, για χ' > 0 και χ'2 + y '2 -» οο, (5.90b)
ci
u’ - 0, στο x' = 0 για |_μ'|> —. (5.91)
Θεωρώντας ότι το πρόβλημα που μελετάμε είναι σε δύο διαστάσεις, τότε περιγράφεται 
από τις δύο εξισώσεις Stokes:
μ
μ









και την εξίσωση συνέχειας 
= 0.
fix' dy'
Το πρόβλημα οριακών τιμών, όπως ορίζεται από τις παραπάνω σχέσεις, είναι πρόβλημα 
της μηχανικής του συνεχούς μέσου που έχει επιλυθεί συστηματικά [31], Η λύση για την 
ταχύτητα στην κατεύθυνση χ' δίνεται από τη σχέση 
,ί/Φu =φ-χ'- 
χ dx'
για την κατεύθυνση y' από τη σχέση 
,άΦw =-χ -----,
dy'




εφόσον η άγνωστη συνάρτηση Φ ικανοποιεί τη σχέση
ν2Φ = ο,
με τις οριακές συνθήκες
a
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9Φ ι I a---- = Ο , στο χ' = 0 για ly' < —,
δχ 2
άΦ




Σύμφωνα με τη σχετική βιβλιογραφία [31] η δυναμική συνάρτηση της ροής δίνεται από τι 
σχέση
Φ=^κ4*(ί)]·
όπου Re[g(^)J είναι το πραγματικό μέρος του μιγαδικού δυναμικού
(5.99)
ζ(ζ) = \ ζ2 +
^ a^2
(5.100)
και για τον μιγαδικό αριθμό ζ ισχύει ότι
ζ = χ'+ϊγ\ ΐ2 =-1. (5.101)
Για την επεξεργασία του προβλήματος η εξίσωση (5.100) χρειάζεται να απλοποιηθεί, 
χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες του μιγαδικού λογισμού. Συγκεκριμένα ισχύει ότι
ζ(ζ) = \Κ2 +
Εξ. (5.90)






όπου αν ορισθούν A = χ -y +1 — J και Β = -2x'y' και χρησιμοποιηθεί το θεώρημα de 
Moivre τότε προκύπτει
_______________ .17
g (ζ) = \lA+ ίΒ = yfre 2 = \[r ( θ . . θλcos —l· ι sin —
V 2 2 j2 .
I—;---- 7 A Bόπου r = vA2 + B: , cos# = — και sin# = —. Στη συνέχεια είναι απλό να βρεθεί ότι το
r r
πραγματικό μέρος του μιγαδικού δυναμικού της (5.100) δίνεται από τη σχέση
Γ / /-\Ί Γ θ Γ fl + cos#V 1 ι . \ΐ/2 1 ( ΓΤ~2 ^7 Α \Ι/ί2Re[^g(^)J = vrcos— = yr ----------- = —j=[r + A) + B' + Aj =>
!Epy. Φυσικών <s(, .Xvpaiuiw Οκργωοτών · 133- 'Τζενειίδμς ίΐΐχι τελής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
Ιούλιος 2005 διπλωματική ίEpymria Επίλυση κλαοοικώνπροβλημάτων κινη-αχής






+ 2χα ya+2x'2 - -2y'UJ ί-Ϊ,2, + x'2-y'2jr ί-1,2,
1/2
Τελικά, σύμφωνα με τις σχέσεις (5.92) και (5.93) προκύπτει ότι οι μακροσκοπικές 
ταχύτητες στην υδροδυναμική περιοχή υπολογίζονται από τις σχέσεις
2χ'+- 4χ'γ'2 + 4χ'3 + α2χ'
2 Κ + -2χ'2 ' ~'4 &2γ'2 · '1~'2 -'2 ' ■•'4
V 16
- + χ ■ + 2 xuyu + y'
J ^ +
2λ/2 J — + χ’2-y’2 + J— + - + χ'4-- + 2χ'2 y'2 + y'4




Ο4 ~2 <2 a2,,'2
d d Λ ,4 d y ^ .? ,2 i4— +-------+ x'------— + 2*'· ν'·+ ν'
16 2 2 (5.102)
και
-2_y'+ 4x'2 y'+ 4y,3-a2y'
W.. = --
2 /—+ L£_ + Jc'4-i-Z . 0^.2 ,,.2 . ,.,4
V16 2 2
- + 2x'V2 + /
2λ^\ —+ *'2~/2+J— +
a4 a2r'2 a2 .2
+ ^- + χ,4-·^- + 2χ'2 j,2+^'4 
16 2 2
(5.103)
Είναι προφανές ότι οι παραπάνω τύποι υπολογισμού δεν είναι εύχρηστοι. Αυτός είναι 
ο λόγος που σε αυτή την περίπτωση μπορεί να χρησιμοποιηθεί η μεθοδολογία της 
σύμμορφης απεικόνισης σύμφωνα με την οποία αλλάζει η γεωμετρία επίλυσης κάποιας 
συνάρτησης ώστε να απλοποιηθούν οι εξισώσεις επίλυσης. Χωρίς να αναφερθούμε σε 
επιπλέον λεπτομέρειες της μεθόδου, η οποία είναι εκτός του αντικειμένου της παρούσας 
εργασίας, παραθέτουμε τις σχέσεις μετασχηματισμού των καρτεσιανών συντεταγμένων σε 
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3u>τΛ ωμαντική Εργασία:
χα }y'2_a2 
η2 — 1 η2 4
(5.104b)
όπου 0 < η < 1 < ξ, προκύπτουν οι μετασχηματισμένες σχέσεις [36] για τη μακροσκοπική 
ταχύτητα στην κατεύθυνση χ'
u
χ ξ~~η2






Στο σημείο αυτό είναι χρήσιμο να αδιαστατοποιήσουμε τις σχέσεις (5.105) και (5.106),
u' Ρ
χρησιμοποιώντας την αδιάστατη ταχύτητα ux =—-—2-, η οποία χρησιμοποιήθηκε στην
υ0 ΑΡ
ελεύθερη μοριακή περιοχή. Ξεκινώντας από τη σχέση (5.105) προκύπτουν οι εκφράσεις













όπου δ = —2- είναι η παράμετρος αραιοποίησης. Αντίστοιχα για την ταχύτητα στην 
μυ0





Οι σχέσεις (5.107) και (5.108) χρησιμοποιούνται στην παράγραφο των αριθμητικών 
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= Uy l^(l-r)(^2-l)l/2 
' δ 8 ξ2-η2
(5.110)
καταλήγουμε στις αδιάστατες σχέσεις υπολογισμού των δύο συνιστωσών των ταχυτήτων 
στην υδροδυναμική περιοχή.
Τέλος, μένει να υπολογισθεί η μαζική παροχή διαμέσου σχισμής στην υδροδυναμική 
περιοχή. Στην περιοχή της σχισμής (χ = 0 και -0.5 < y < 0.5) δεν εμφανίζεται 
μακροσκοπική ταχύτητα στη διεύθυνση y', όπως εξάλλου προκύπτει και από την (5.103) 
ή (5.106), αλλά μόνο ταχύτητα ux η οποία σε καρτεσιανές συντεταγμένες δίνεται από τη 
σχέση
(5.111)
Επομένως, είναι σχετικά απλό να υπολογιστεί η μαζική παροχή σύμφωνα με τη σχέση
a/2
M^=-mn0 j ux(0,y')dy' = -mn0 j J~y'2dy'





και χρησιμοποιώντας τη σχέση (5.3) να προκύψει ότι η αδιάστατη μαζική παροχή 




-δ = 0348δ . (5.113)
5.5 Αριθμητικά αποτελέσματα
Τα αριθμητικά αποτελέσματα αφορούν τις κατανομές των ταχυτήτων στην ελεύθερη 
μοριακή περιοχή και στην υδροδυναμική περιοχή. Αναφορικά με τα αποτελέσματα για τις 
μαζικές παροχές, όπως αναφέρθηκε, στην ελεύθερη μοριακή περιοχή είναι Ws! -1, ενώ
στο υδροδυναμικό όριο ισχύει η γραμμική σχέση (5.13).
Παρατηρούμε στο Γράφημα 5.1 το πεδίο της ροής στο πρώτο τεταρτημόριο όπου η 
ταχύτητα λόγω της διαφοράς πίεσης έχει κατεύθυνση προς το δοχείο I. Το Γράφημα 5.1
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αναφέρεται στις ταχύτητες ux (x,y) και uy (x,y) στην ελεύθερη μοριακή περιοχή σε 
σχέση με τις αδιάστατες συντεταγμένες x και y. Επίσης, παρουσιάζουν ενδιαφέρον οι 
κατανομές ων ταχυτήτων σε επίπεδα κάθετα στους άξονες χ και y . Τα Γραφήματα (5.2a) 
έως (5.2ί) αναφέρονται στην κατανομή της ταχύτητας ux (x,y) στα επίπεδα χ-5 έως 
χ = 0 αντίστοιχα. Ακόμη, κατά παρόμοιο τρόπο, τα Γραφήματα (5.3a) έως (5.3ί) 
αναφέρονται στην κατανομή της ταχύτητας uy(x,y) στα επίπεδα _y = 5 έως ^ = 0 
αντίστοιχα. Συγκεκριμένα στο Γράφημα (5.2f) παρατηρούμε τη σταθερή ταχύτητα 
ux(x,y) στο επίπεδο της σχισμής η οποία μηδενίζεται πάνω στο τοίχωμα. Επιπλέον
προκύπτει ότι η ταχύτητα hv(x,j) είναι μηδενική στον άξονα συμμετρίας y- 0, όπως 
αναμενόταν. Παρατηρούμε τέλος, ότι αρκετά μακριά από το τοίχωμα οι ταχύτητες 
ux (x, και uy (x,y) τείνουν στη ίδια οριακή τιμή.
Στο Γράφημα 5.4 παρουσιάζεται το πεδίο της ροής στην υδροδυναμική περιοχή όπως 
περιγράφεται από τις αδιάστατες ταχύτητες των σχέσεων (5.109) και (5.110) ως προς τις
συντεταγμένες x και y . Στα Γραφήματα 5.5a έως 5.5f απεικονίζεται η ταχύτητα ux (x,y) 
σε καθένα από τα επίπεδα χ = 5 έως χ = 0, όπως και στην ελεύθερη μοριακή περιοχή. 
Τέλος, στα Γραφήματα 5.5a έως 5.5f δίνεται η κατανομή της ταχύτητας wv(x,j>) για τα 
επίπεδα y = 5 έως y = 0 αντίστοιχα. Στην περίπτωση της υδροδυναμικής ροής 
παρατηρούμε ότι η ταχύτητα στην x κατεύθυνση στο επίπεδο της σχισμής δεν είναι 
σταθερή όπως στο όριο της ελεύθερης μοριακής περιοχής. Η ταχύτητα ux (Ο,φ) έχει το 
γνωστή παραβολική μορφή που εμφανίζεται στα προβλήματα της υδροδυναμικής ροής. 
Τέλος καθώς απομακρυνόμαστε από τη σχισμή οι τιμές των ταχυτήτων ux[x,y) και
uy (x, y) μειώνονται και οριακά αποκτούν την ίδια τιμή.
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Γράφημα 5.1: Πεδίο ταχυτήτων στην ελεύθερη μοριακή περιοχή
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Γράφημα 5.3a - 5.3f: Ελεύθερη μοριακή περιοχή: κατανομή ταχύτητας uy(x,y) στο
y - 5,4,3,2,1,0
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Γράφημα 5.4: Πεδίο ταχυτήτων στην υδροδυναμική περιοχή
[
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Γράφημα 5.6a - 5.6f: Υδροδυναμική περιοχή: κατανομή ταχύτητας uy (x,y) στο
y - 5,4,3,2,1,0
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Κεφάλαιο
Συμπεράσματα
Στην παρούσα διπλωματική εργασία μελετήθηκαν ορισμένα κλασσικά προβλήματα 
της κινητικής θεωρίας με εφαρμογή στη μικρορρευστοδυναμική. Διατυπώθηκαν και 
επιλύθηκαν αριθμητικά τα δύο προβλήματα ολίσθησης της ταχύτητας και το πρόβλημα 
άλματος της θερμοκρασίας. Τα προβλήματα αυτά είναι μονοδιάστατα και αφορούν αέριο 
που βρίσκεται σε ημιάπειρο χωρίο. Οι συντελεστές που προκύπτουν από την επίλυσή 
αυτών των προβλημάτων χρησιμοποιούνται για την επέκταση της εφαρμογής των 
υδροδυναμικών εξισώσεων σε περιοχές ροής με 10“3 < ΑΓ/t < 10_1. Οι τιμές των 
συντελεστών ολίσθησης και άλματος προκύπτουν μόνο με εφαρμογή της κινητικής 
θεωρίας. Χρησιμοποιούνται τα κινητικά μοντέλα BGK και S τα οποία παρέχουν αξιόπιστα 
αριθμητικά αποτελέσματα. Στο πλαίσιο της παρούσας εργασίας, προσομοιώθηκε επίσης, η 
ροή διαμέσου σχισμής τετραγωνικής διατομής. Η ροή αυτή αποτελεί επέκταση σε δύο 
διαστάσεις των προηγούμενων προβλημάτων σε ημιάπειρα χωρία. Στην υδροδυναμική και 
στην ελεύθερη μοριακή περιοχή αποδείχθηκαν οι αναλυτικές εκφράσεις υπολογισμού των 
μακροσκοπικών ποσοτήτων άμεσου ενδιαφέροντος όπως η πυκνότητα, η ταχύτητα και η 
θερμοκρασία, ενώ απεικονίστηκαν γραφικά και οι κατανομές των ταχυτήτων στις δύο 
διευθύνσεις της ροής.
Σαν γενικό συμπέρασμα αναφέρουμε ότι η επίλυση σε ημιάπειρα χωρία είναι 
περισσότερο απαιτητική υπολογιστικά σε σχέση με τα αντίστοιχα προβλήματα σε 
περιορισμένες γεωμετρίες. Διαπιστώθηκε επίσης, ότι για να γραμμικοποιηθούν οι 
κινητικές εξισώσεις χρειάζεται μια επίπονη μαθηματική επεξεργασία ώστε να προκύψουν 
οι απλοποιημένες εξισώσεις οι οποίες επιλύονται αριθμητικά καταλήγοντας σε ακριβή
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αριθμητικά αποτελέσματα. Επίσης, αναπτύχθηκε τεχνογνωσία και εμπειρία στην 
εφαρμογή της μεθόδου των διακριτών ταχυτήτων σε ημιάπειρα χωρία με σκοπό την 
εφαρμογή της μεθόδου σε πιο σύνθετες γεωμετρίες. Αναφορικά με τις τιμές των 
συντελεστών ολίσθησης και άλματος μπορούμε να πούμε ότι για πρακτικούς 
υπολογισμούς με συνθήκες διάχυσης στο τοίχωμα (a = 1) προτείνονται οι τιμές: σ = 1, 
στ = 0.75, ζτ = 1.3. Αν αλλάξει ο συντελεστής αλληλεπίδρασης τοιχώματος - αερίου τότε 
οι τιμές των στ και ζΓ μεταβάλλονται σημαντικά ενώ η τιμή του σ ελαττώνεται 
ελάχιστα.
Προφανής επέκταση της παρούσας εργασίας θα μπορούσε να αφορά την επίλυση για 
ενδιάμεσους αριθμούς Κη του προβλήματος της ροής διαμέσου σχισμής ή ακόμη η 
επίλυση του προβλήματος της ροής αερίου μέσα από στόμιο με κυκλική διατομή. Επίσης, 
ενδιαφέρον παρουσιάζει η εφαρμογή των τεχνικών και των μεθόδων που αναπτύξαμε σε 
προβλήματα με σύνθετες γεωμετρίες και σε προβλήματα με μίγματα αερίων.
Βόλος, Ιούλιος 2005
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Παράρτημα 1
Κώδικας FORTRAN: The viscous slip problem - BGK model
C THE KRAMER FLOW PROBLEM IS SOLVED USING THE STRAIGHTFORWARD
C SOURCE ITERATION (S)I METHOD [-DVM-] and
C HERMITE or SHARIPOV POLYNOMIAL ROOTS
C ------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------








C critical is the SLIP VELOCITY Ap 
C
C PROBLEMS:::: when AP(J)=PSI(N,J) slip velocity NO convergence
C
C THE PROGRAM ESTIMATES MANY THINGS FOR A LOGICALLY LARGE XL
C
C
C TIP!!!!!ACCURACY 0.01 FOR H=0.1 
C
IMPLICIT REAL (A-H,0-Z)
DOUBLEPRECISION,ALLOCATABLE, DIMENSION(:):: H_r,W,U,F00,F00PR 
DOUBLEPRECISION,ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:)::PSI 












PI = 4 *ATAN(1.0) 
SWITCH=1
IGauss-Hermite Quadrature points 




! SWITCH=0-->HERMITE POLYNOMIAL ROOTS 
! SWITCH=1-->SHARIPOV POLYNOMIAL ROOTS
C






OPEN(3,FILE=18resf0 0101.dat' ) 
OPEN(5,FILE=1RELMAX.dat')
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WRITE(2,*) 'GaussPoints',Μ 
WRITE(2,*) 'MeshPoints ',Ν
WRITE(2,*) ' **************************************************** 1 
ΜΜ=Μ/2 !number of roots in dat file. Half, becouse of symmetry
N1=N-1
























U : Roots for the length of the Vectors 
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Ιούλιος 2005 'Διπλωματική <Epymioc ΙΜλ οση κλασο ι κ «>ν εεροβλημάτ an1 κ tv η νικ ής 
































WRITE (*,*) ’THE SUM OF WEIGHTS',SYN !SQRT OF PI?????????
C ----------------------------------------------------------- -----------------------------
















WRITE(*,*) 'THE SUM OF NEW WEIGHTS1,SYN ! (SQRT OF PI)/2 ????????? 
ENDIF
C ------------------- --------------------------------------------------------------------------------------- -----------
c If we want to solve FOR A LARGE XL
!Epy. Φυσικών ώ,ΛρμνκώιώΙκργωηών 153· Ίζενη ίδης Him τ&λ ής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
Έχϊλοση κλαωσιχάν ηροβλτβμάτων κινητικής
θι:<ορκ\c με (ψιχρμογή στη μικρ(ψρευστο6ο·<·αμική






























PSI(N,J+M)=F00PR(N)+U(J) IBoundary Condition 2
C
Do I=N1,1,-1











C/////////////CHECKING AP-->SLIP VELOCITY 
AP=F00(N)
Έργ. Φοαικών λημικώι > 3κργΛϊηών 154- Ίζα τιίύης :ffk< -τελής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
Ιούλιος 2005 Ίύάλ (Μη kXaoooobv προβλημάτων κινηηκής 





















c Create output file
WRITE(2,*) 'DISTANCE=',XL,1DX=1,H
WRITE(2,*) 'ITERATIONS=',ITER
WRITE(2,*) 'ACCOMMODATION COEFFICIENT =’,A 
WRITE(2/*) * t
C///////PRINTING F00 FOR SOME NODES
WRITE(2,*) ’ 0 1,F00(1)





WRITE(2,*) * **************************************************** i 
C/////////////PRINTING F00 EVERY NODE






write(*,*) 'time........... has comeTIME
WRITE(2,*) 'RUN OUT OF',TIME
WRITE(2,*)1 ★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★I 









Έργ. Φυσικών e£.Χημικών Jicpywcnufu Ίξαπίδης Ufaι -ιελής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
'Επίλυση κλασσικών πρόβλημάτων κινητικής
θεωρίας με, εφαρμογή στη μικρορρευστοδιπ-αμική
Ιούλιος 2005 διπλωματική Εργασία:
■ 156-Έργ. Φυσικών ί<ΐ, Χημικών ίίκργιχσιών ‘Τζατιίδηςίίιχιτελής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
η ο
Ιούλιος 2005 •EmXwtj κλασαικών προβλημάτων κινητικής
θεωρίας με. εφηρμογή στ// μικρορρευστοδυναμική
λ υτΛ ωμοπικ ή (Epymwc
Παράρτημα 2
Κώδικας FORTRAN: The viscous slip problem - S model
C THE KRAMER FLOW PROBLEM IS SOLVED USING THE STRAIGHTFORWARD
C SOURCE ITERATION (S)I METHOD [-DVM-] and
C HERMITE or SHARIPOV POLYNOMIAL ROOTS
C --------------------------------------------------------------- ----------- -------------------------------------------------------------------------
C S MODEL -- THE NON HOMOGENEOUS EQUATION -- S MODEL











C critical is the SLIP VELOCITY Ap
C
C
C THE PROGRAM ESTIMATES MANY THINGS FOR A LOGICALLY LARGE XL
C
C
C TIP!!!![ACCURACY 0.01 FOR H=0.1 
C
IMPLICIT REAL (A-H,0-Z)
DOUBLEPRECISION,ALLOCATABLE, DIMENSION(:):: H_r,W,U,F00,F00PR 
DOUBLEPRECISION,ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:)::PSI1,PSI2 
















!Gauss-Hermite Quadrature points 




! SWITCH=0-->HERMITE POLYNOMIAL ROOTS 
! SWITCH=1-->SHARIPOV POLYNOMIAL ROOTS
Creation and title for the output file
IF {SWITCH.EQ.0) THEN
OPEN(2,FILE='32tj resHermlOl.dat1 ) 
ELSEIF (SWITCH.EQ.1) THEN
OPEN(2,FILE='8SKRshar201.dat' )
ΐ.ργ. Φυσικών ώ, Ιημικών .ΙιεργΜηάκ Ιζα. ·ηί8ΐ]ς !Π'λ τ τελής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
ο ο
Ιούλιος 2005 Έχίλνση κλασσικών προβλημάτων κινητικής 







WRITE(2,*) 'MeshPoints ' ,N
WRITE (2 / *) 1 ★*★★★★★★,**★*******★***★★'***★★★**★********'*,****'*'****'* *
MM=M/2 Inumber of roots in dat file. Half, becouse of symmetry
N1=N- 1
RPI=DSQRT(PI) (Square root of Pi
IF (SWITCH.EQ.1) THEN
C ----------------------------------------------------------------------------------------------





















U : Roots for the length of the Vectors 



















ΐ,ργ. Φυσικών C. ύημικών διεργασιών 158- Ίζενσι ί8ης .Tim ηελής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
Ιούλιος 2005 'Επίλυση κλασσικών προβλημάτων κινητικής 







































WRITE(*,*) 'THE SUM OF WEIGHTS',SYN !SQRT OF PI?????????
C ------------------------------------------------------------------------------- --------




W(I)=W(I)*U(I)*DEXP(-U(I)* *2)*(U(I) **H_r(I) )
Enddo








ΐ.ργ. Φυσικών d.', Χημικών5hqrγαεπών 159 Ίζαπίδης ϋΐχνκλής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
Ιούλιος 2005 3 mA ωμ/χηκ ή 22pyemia ΈχίλΜη κλαοσικών χροβληνάταη· κινητικής 
θεωρίας με εφαρμογή οιη μικρορρεοοτοδϋ·<·αμική
SYN=SYN+W(I)
ENDDO
WRITE(*,*) 'THE SUM OF NEW WEIGHTS’,SYN !(SQRT OF PI)/2 ????????? 
END IF
C ----------------------------------------------------------------------------------------
c If we want to solve FOR A LARGE XL
XL=20.
C -------------------------------------------------



























$ TO* (2 . /15 . ) * (Q00 (1-1) +Q00 (I) ) * (U (J) *U (J) - 0.5) ) / (1+T0)
r.oy, Ψί\: !()ϋ 1 ζΠΧΊ!(>β}ς ϊΓίιΧΊ Ίιλήζ
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
η ο
Έ,τίΛ οση κλαοοικάη1 λ μοβλτβιάτων κινητική ς 
θεάψίιχς με εφαρμογή στη μικμορρευσϊχιόιηπμική






















PSI2(1,J) = (1.-A) *PSI2(1,J+M) IBoundary Condition 1
Do 1=2,N



















F0 0(I)=F00(I)+W(J)*(PSI1(I,J)+PSI1 (I, J+M) )
•Έμγ. Φυσικών Χημικών 'ΜργΑχηών 161 'ΤζητιίύηςΐΤίίχντελής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
Ιού.hoc 200J ύιπλωμοπνκή sEpym:ria hrn ιΛαοοιι, η προβλημάτων κινητικής 













C/////////////CHECKING AP-->SLIP VELOCITY 
AP=F00(N)
C ---------------------- ------------------------- -----------------------------------------------------------------------
c Error estimation


















c Create output file
WRITE{2,*)1 *****★**********★★*★****★★★★★★***★★★★*★**★★★********·
WRITE(2,*) 'DISTANCE=' ,XL, 'DX=' , H
WRITE(2,*) 'ITERATIONS=1,ITER
WRITE(2,*) 'ACCOMMODATION COEFFICIENT =',A 
WRITE(2,*)1 ****************************************************ι
C//III//PRINTING FOO & Q00 FOR SOME NODES
WRITE (2,*) ' 0 ',FOO(1),Q00(1)





WRITE (2, *) 1 ★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★■Λ''***********'** 1
C/////////////PRINTING FOO EVERY NODE
WRITE(3,*) 1 PRINTING FOO EVERY NODE'
/ py. Φοοικών ά(,.Χημικών3ιεργασιών 162- Ίζα νιίδης :Π'ιΧ< τελής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
Έχίλοση κλαοονκών προβλημάτων κινη ηκής 
θεεορίας με εφαρμογή στη μικρορρειχηοόυΐίψική




WRITE (2, * ) 1 ★★★*★**★★★★**********★★★*★★★★***★***★*★★★*★★*★★***** i
C/////////////PRINTING QOO EVERY NODE






write(*,*) 'time........... has comeTIME
WRITE(2,*) 'RUN OUT OF',TIME 
WRITE(2/*) *









Ί:.ργ. ΦΰύΊκεον ί€ 5ό}ΐηκώ(: ΟοψγΛϊηών 163- •Τζενπίδης Οΐκντζλής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
Ιούλιος 2005 διπλωματική Εργασία: ‘Επίλυση κλαασικών προβλημάτων κινητικής
θεωρίας μι: εφαρμογή στ?/ μικρορρενοτοδυναμική
•Έρ_γ. Φυσικών tC Χημικών έίιε,ργΑΐηών -164 Τζενιτ ίϊέης Jim Ίΐλής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
Έχίλ νση κλασσικών προβλημάτων κινη τικ ής 
θεωρίας με εφαρμογή <m/ μικρορρευστοόυναμική
Ιούλιος 2005 'άιπλω^ωα ική Εργασία,
Παράρτημα 3
Κώδικας FORTRAN: The thermal slip problem - BGK model
C THE THERMAL SLIP FLOW PROBLEM IS SOLVED USING THE STRAIGHTFORWARD
C SOURCE ITERATION (S)I METHOD [-DVM-] and
C HERMITE or SHARIPOV POLYNOMIAL ROOTS
C ------------------------------------------------------------------------------------ ------------------------------------------------------------------
C THE NON HOMOGENEOUS EQUATION







C critical is the SLIP VELOCITY At
C
C
C THE PROGRAM ESTIMATES MANY THINGS FOR A LOGICALLY LARGE XL
C
C
C TIP!!!!!ACCURACY 0.01 FOR H=0.1 
C
IMPLICIT REAL (A-H,0-Z)
DOUBLEPRECISION,ALLOCATABLE, DIMENSION: H_r,W,U,F00,F00PR 
DOUBLEPRECISION,ALLOCATABLE, DIMENSIONPSI 
















PI = 4 *ATAN(1.0) 
SWITCH=1
!Gauss-Hermite Quadrature points 




! SWITCH=0-->HERMITE POLYNOMIAL ROOTS 
! SWITCH=1-->SHARIPOV POLYNOMIAL ROOTS









•Epy. Φυσικών <&. Χημικάη >ύκργιχιηών -165- ΧζενηώηςίΤίανιελής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
Ιούλιος 2005 'Επίλυση κλασσικών προβλημάτων κινητικής 
θεωρίας με εφαρμογή στη μικρορρευστοόιτναμΐκή
3 m-λ ωματική Εργασία
WRITE(2,*) 'MeshPoints ',Ν
WRITE(2,*)1 ****************************************************1 
ΜΜ=Μ/2 [number of roots in dat file. Half, becouse of symmetry
N1=N-1
RPI=DSQRT(PI) [Square root of Pi
C ---------------------------------------------------- ----------- ------------------------
IF (SWITCH.EQ.1) THEN
C ---------------------------------------------------------------------




















C U : Roots for the length of the Vectors

























•Έργ. Φυσικών Χημικών Ζκργχιηών -166- ' Ί ζειτιί8ης :Πχι τελή ς
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
ο ο
Ιούλιος 2005 'Επίλυση κλασσικών προβλημάτων κινητικής 
































WRITE(*,*) 'THE SUM OF WEIGHTS',SYN !SQRT OF PI?????????















WRITE(*,*) ’THE SUM OF NEW WEIGHTS’,SYN !(SQRT OF PI)/2 ????????? 
ENDIF
C -------------------------------------------------------------- -------------------------
c If we want to solve FOR A LARGE XL
167•Έργ. Φυσικών ^.Χημικών Άκργασιών •Τζανιίδης JTxi Ίκλής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
Ιούλιος 200S Ίωτίλοση κλαοοικιύν προβλημάτων κινητικής 























PSI (1, J) = (1. -A) *PSI (1, J+M) !Boundary Condition 1
Do 1=2,N





PSI(N,J+M)=F00PR(N)-0.5*(U(J)*U(J)-0.5) !Boundary Condition 2
Do I=N1,1,-1
PSI(I,J+M)=((1-T0)*PSI(1+1,J+M)+











C/////////////CHECKING AT-->SLIP VELOCITY 
AT=2.*F00(N)
/.<>v. Φονικών tx, τημικ,ιον3ΐι:ρ\\\ιηωι }ζτ<τιίΒης Jfsxi %ι;λής(>6
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
"ί/. ·' \ωμα πι, η <;Εργασία ΙλιΛι>ση κλααοικώο λροβλιρανιων κινηηκής 





















c Create output file
C WRITE(2,1003)
C WRITE(2,*) 'DISTANCE BETWEEN PLATES =',XL
C WRITE(2,*) 'NUMBER OF ITERATIONS =',ITER
C WRITE(2,*) 'ACCOMMODATION COEFFICIENT =’,A
C WRITE(2,*) ’AT =1,AT
WRITE (2 *) 1 ******★**★**********************************★*******' 
WRITE(2,*) 'DISTANCE=',XL,'DX=',H
WRITE(2,*) 'ITERATIONS=',ITER
WRITE(2,*) 'ACCOMMODATION COEFFICIENT =',A 
WRITE (2 , * ) '
C//III//PRINTING F00 FOR SOME NODES
WRITE(2,*) ' 0 ',F00(1)
WRITE (2,*) ' 20 ' , F00(N)
DO 1=100,Nl,100
WRITE (2,*) I*H,F00(1 + 1)
ENDDO
C/////////////PRINTING F00 EVERY NODE






write(*,*) 'time........... has comeTIME
WRITE(2,*) 'RUN OUT OF',TIME
WRITE(2,*)' *****************************************************









ΐ.ργ. Φιλικών λ .Χημικών ilnipycaruav 169 •7 ζα,νι ίδης Tim >ιι;λής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
Ιούλιος 2005 ΖΙιχΛίοματική ιΕργ<χσϊ<χ ίω:ί\υση tAecomiuin'Λμοβλψάΐύ».· κινητικής
θεωρίας μτ εφαρμογή στη μικρίφρευοτοδυιαμική
•Εργ. Φυσικών <&] ΐημικώνThtpycancov 170 Ιζη'Ρΐίδηςίϊϊαντελής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
ο ο
Ιούλιος 2005 BmXoj}ioctiKtj ίΕργασία Έχΐλνση κλασσικών xpofihfjtxrm' κινητικής
θεωρίας με εφαρμογή οτη μικρορρενοτούοναμική
Παράρτημα 4
Κώδικας FORTRAN: The thermal slip problem - S model
C THE THERMAL SLIP PROBLEM IS SOLVED USING THE STRAIGHTFORWARD
C SOURCE ITERATION (S)I METHOD [-DVM-] and
C HERMITE or SHARIPOV POLYNOMIAL ROOTS
C ------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- ------------------------------------
C S MODEL -- THE NON HOMOGENEOUS EQUATION -- S MODEL












C critical is the SLIP VELOCITY At
C
C
C THE PROGRAM ESTIMATES MANY THINGS FOR A LOGICALLY LARGE XL
C
C
C TIP!!!!!ACCURACY 0.01 FOR H=0.1 
C
IMPLICIT REAL (Α-Η,Ο-Ζ)
DOUBLEPRECISION,ALLOCATABLE, DIMENSION(:):: H_r,W,U,F00,F00PR 
DOUBLEPRECISION,ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:)::PSI1,PSI2 
















!Gauss-Hermite Quadrature points 




! SWITCH=0-->HERMITE POLYNOMIAL ROOTS 
! SWITCH=1-->SHARIPOV POLYNOMIAL ROOTS




•Έργ, Ψοσικών ci ΧημικώνΟοεργαιηών !71 ‘Ιζενηίδης UTiXvu λήζ
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
η η
Ιούλιος 2005 'Διπλωματική Εργασία <Εχ&οση κΧαχιοικών χροβλημάτων κινητικής








WRXTE(2 , * ) * ★★★★★★**★★★★*****★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★**
MM=M/2 'number of roots in dat file. Half, becouse of symmetry
N1=N-1

























U : Roots for the length of the Vectors 


















!Epy. Φοσιΐ: jr >.;< Χημικών Διεργασιών ■■172 'ΊζΓνειίδη ς Otari ncλής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
Ιούλιος 2005 υαη κλοωοικών προβλημάτων κινητικής 




















ALLOCATE (PSII(N,2*M),PSI2(N,2*M), STAT = IERR1)
IF(IERR1.NE.0) THEN


















WRITE(*,*) 'THE SUM OF WEIGHTS',SYN !SQRT OF PI?????????










WRITE (2,*) U(I) ,W(I)
Enddo 
SYN=0.0
ΐ,ργ. Φυσικών <5l, Χιμιικάεν OocpytXindrv -173- •Ίζενηίδης ίϊΐχι *κλής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
Ιούλιος 2005 'Έχίλοση κλΰωιηκών προβλημάτων κινητικής 





WRITE(*,*) 'THE SUM OF NEW WEIGHTSSYN !(SQRT OF PI)/2 ????????? 
END IF
C ----------------------------------------------------------------------------- -------------------- ----------------



































Ί ■ργ. Φοοικ,όν Ρί. ϊ'ημικώi; ύκμραχηών - 174- ■ 7ζη t τ /<% ς 'Jfxi τι:λ ή ς
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
ο ο
Ιούλιοι; 2005 Δι^ιΛω/ιατική 'Εργασία: Έπίλυαη κλαοοικώο Λροβλι/μάιων κηψχκής
θεωρίας με εφαρμογή στ?/ μικρορρεοοτοβοναμική
$ ΤΟ*(2./15.)*(Q00(1-1)+QOO(I))*(U(J)*U(J)-0.5))/ (1+ΤΟ)
Enddo




















PSI2(1,J)=(1.-A)*PSI2(1,J+M) iBoundary Condition 1
Do 1=2,N
PSI2 (I, J) = ( (1-T0) *PSI2 (I -1, J) +









$ TO*(F00(1 + 1) +F00(I))-TO*(U(J)*U(J)+0.5) +








Τ.ργ, Φυσικών (tf, Χημικών 3u:pycamiyv -175- Ίζαπίβης :JJX >u.λής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
L1 ιίΛ ί,ομχηκή ‘Epymruv LJtL\in>η ιΛχοοικών χροβλημάταη; κινηνικής
θεωρίοχ με εφαρμογή on/ μικρορρευο τοδυναμική
Ιούλιος 2005













C/////////////CHECKING AT-->SLIP VELOCITY 
AT=2.*F00(N)
C ------------------------------------------------------ ----------- -----------------------------------------------------
c Error estimation

















C ----------------------------------- -------- --------------------------------------------
c Create output file
C WRITE(2,1003)
C WRITE(2,*) 'DISTANCE BETWEEN PLATES =',XL
C WRITE(2,*) 'NUMBER OF ITERATIONS =',ITER
C WRITE(2,*) 'ACCOMMODATION COEFFICIENT =',A
C WRITE(2,*) 'ZITA =',ZITA
WRITE (2,*) 1 ****************************************************· 
WRITE(2,*) ’DISTANCE»',XL,'DX=',H 
WRITE(2,*) 'ITERATIONS=',ITER
WRITE(2,*) 'ACCOMMODATION COEFFICIENT =',A 
WRITE (2, * ) 1 i
C///////PRINTING FOO & Q00 FOR SOME NODES
WRITE (2,*) ' 0 ',F00(1),Q00(1)
WRITE(2,*) ' 20 ',FOO(N),Q00(N)
•tpy. Φυσικών y, Χημιιχσν ΜργΜηώ-ν 176- Ιζα.νύδηςίΐΐ&νιε λής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
Ιούλιος 2005 LiiXi'orj ιλαοοικώνπροβλημάτων κινητικής 





WRIΤΕ (2, *) 1 **★★*★★*★**★*★***★★★★*★★★★**★****★★***★★★★★★★★**★*★* ·
WRITE(2, *)1 ★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★·
£■111111111111 /PRINTING F00 EVERY NODE




WRITE (2 , * ) 1 ★★★★★★★★★★★★★★★★★*★★★★★★*★*★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★ · 
£■1111111111111 PRINTING Q00 EVERY NODE






write (*,*) 'time........... has comeTIME
WRITE(2,*) 'RUN OUT OF',TIME
WRITE(2,*) 1 ★+★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★ · 









l.pv. Φυσικών t<ί. ϊημικών ΟκρΥΑ'ιπών I ζα π ίδης :Jfxi 'κλής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
Ιούλιος 200S UiL\ ik> η κλαοοικiw χροβλι/μάτων κινηνικ ής
θεωρίας με εφαρμογή on; μικρσρρεοσωόιηαμική
'ΔκπΧωμοεηκή ‘Εργασία
•Έργ. Φοοί κών ίλ,Χημικάη > 3κργιΧ(ηών 178 'Τζηηΐδης ΰΐχι τελής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
ο ο
Ιούλιος 2005 'Επίλυση ιλοωοικών προβλήματα».· κινητικής
θεωρίας με εφαρμογή οτη μικρορρεοστοδυνιχμική
!:ΙιετΛωμα:η%:ι) Εργασία:
Παράρτημα 5
Κώδικας FORTRAN: The temperature jump problem
C THE TEMPERATURE JUMP PROBLEM IS SOLVED USING THE STRAIGHTFORWARD
C SOURCE ITERATION (S)I METHOD [-DVM-] and
C HERMITE or SHARIPOV POLYNOMIAL ROOTS
C -------------------------------------------------- -----------------------------------------------------------
C THE NON HOMOGENEOUS EQUATION









C! ! F00+R00=const=0--------> zero macroscopic velocity !!!!!!!!!!!!!!!!!!!






C critical is the TEMPERATURE JUMP zita
C
C
C THE PROGRAM ESTIMATES MANY THINGS FOR A LOGICALLY LARGE XL
C
C
C TIP!!!!!ACCURACY 0.01 FOR H=0.1 
C
IMPLICIT REAL (A-H,0-Z)
DOUBLEPRECISION,ALLOCATABLE, DIMENSION(:):: H_r,W,U,F00,F00PR 
DOUBLEPRECISION,ALLOCATABLE, DIMENSIONS,:)::PSI1,PSI2 















!Gauss-Hermite Quadrature points 




! SWITCH=0-->HERMITE POLYNOMIAL ROOTS 
! SWITCH=1-->SHARIPOV POLYNOMIAL ROOTS
Creation and title for the output file
-179- Ιζανι /<%<; ίΐΐ-χνιελήςΐ,ργ. Φονικών ώ ν σιεργ&ιηω·ν
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
η η
Ιούλιος 2005 Έ,χΐλοαη κλαοοικών προβλημάτων κινητικής
θεωρίας με εφαρμογή οτη μικρορρεοοτοόοι «μιχή











WRITE (2/*) 1 **★★★***★★****★*★'*★'*★★★★★★★*'**★*****'********'*'******'*' ' 
MM=M/2 inumber of roots in dat file. Half, becouse of symmetry
N1=N-1
RPI=DSQRT (PI) !Square root of Pi
IF (SWITCH.EQ.l) THEN
C -----------------------------------------------------------------------------------------





















U : Roots for the length of the Vectors 













WRITE(*,*) 'THE SUM OF WEIGHTS1,SYN ! (SQRT OF PI)/2 ?????????
%ργ, Φνο ικων Χημτκεον 3ιεργαεηών 180- Ίζενετίδης Τΐχοτελής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
ο ο
Ιούλιος 2005 3 ιλΛ ω/ι&'πκή 'Εργασία Έτίλοση κλΰωοικών προβλημάτων κινητικής











































WRITE (*,*) 'THE SUM OF WEIGHTS',SYN !SQRT OF PI?????????





WRITE(2,*) ' **************************************************** i
C/////////////PRINTING U+W
WRITE(2,*)'NewRoots ',' NewWeights'
16 7 -•Έργ. Φνσικών E[, Χημικεαν ίίκργαιτιών •Τζπ-ηίδης ΟΐΛπελής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
Ιούλιος 2005 (ΕπίΑοση κλαοοικεάν προβλημάτων κινητικής
























WRITE(*,*) 'THE SUM OF NEW WEIGHTS 1,SYN ! (SQRT OF PI)/2 ????????? 
END IF























001 κών ω S ημικε'ο s ■ Διεργασιών 182- Ίςα τι ίλης iff λ y τελής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
Ιούλιος 2005 ‘Δνπλίσ^κχτνκή 'Εργασία: (Εχΐλοαη κλασσικών προβλημάτων κινητικής




























PSI2(1,J)=(1.-A)*PSI2(1,J+M) IBoundary Condition 1
C
Do 1=2,N
PSI2(I,J) = ((1-TO)*PSI2 (I-1, J) +
$ TO* (F00 (1-1)+F00 (I) )-H) / (1+TO)
Enddo
c










•Έργ. Φονικών- ύ: ϊήμικάη * διεργασιών -1S3- ΐζεναίδης Οΐ&ντολής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
ο ο
Ιούλιος 2005 •Εχϊλοση κλαοοικώνπροβλημάτων κινητικής













$ ((PSI2(I,J)+PSI2(I, J+M) ) +































c Create output file
WRITE(2,1003)
WRITE(2,*) 1 DISTANCE BETWEEN PLATES =',XL
!Epy. Φονικών X', Χημικών ‘Διεργασιών 184 •Τζηηίδης Jim τελής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 10:43:48 EET - 137.108.70.7
Έχίλοαη ιΛαοοικών χμοβλημάιαν κινητικής 
θιχορίοχ μι: εφαρμογή οτη μικρορρείΜΤΐοδιηπμϊκή
Ιούλιος 2003 'ImAcopmiKij Εργασία
C WRITE(2,*) 'NUMBER OF ITERATIONS =1,ITER
C WRITE(2,*) 'ACCOMMODATION COEFFICIENT =',A
C WRITE(2,*) 'ZITA =',ZITA
WRITE (2 , *) 1 **************************************************** *
WRITE(2,*) 'DISTANCED,XL,'DX=',H 
WRITE(2,*) 'ITERATIONS=1,ITER
WRITE(2,*) 'ACCOMMODATION COEFFICIENT = ',A 
WRITE(2 *)' ****************************************************'
C///////PRINTING F00 & R00 FOR SOME NODES
WRITE(2,*) ’ 0 ',F00(1),R00(1)




WR X TE(2 *) 1 ****************************************************· 
WRITE(2/*) * ****************************************************·
C/////////////PRINTING PSI1 LAST NODE




WR I TE (2 / *) 1 **************************************************** ·
C/////////////PRINTING F00 EVERY NODE




WRITE (2, * ) 1 **************************************************** ·
C/////////////PRINTING R00 EVERY NODE





write(*,*) 'time........... has comeTIME
WRITE(2,*) 'RUN OUT OF1,TIME
WRITE(2,*)' ****************************************************'













't-py. Φυσικών e£ Χημχκάι! xhepymrubv -ito- ‘Τζενετίδης 'βχπελής
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
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